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Program dela
William Wernick je leta 1982 postavil vpra²anje, kako konstruirati trikotnik, £e
poznamo tri izmed ²estnajstih njegovih zna£ilnih to£k. Bistveno razli£nih trojic
zna£ilnih to£k je 139, v 74 primerih pa je trikotnik mogo£e konstruirati z ravnilom
in ²estilom. V magistrskem delu predstavite te konstrukcije. Obravnavajte tudi
obstoj in ²tevilo re²itev.
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Konstrukcije trikotnika s tremi znanimi to£kami
Povzetek
Zanima nas, ali lahko s ²estilom in ravnilom konstruiramo trikotnik △ABC, £e
imamo v ravnini podane tri to£ke iz mnoºice {ogli²£a, razpolovi²£a stranic, noºi²£a
vi²in, prese£i²£a stranic s simetralami kotov, sredi²£i o£rtane in v£rtane kroºnice,
vi²inska to£ka, teºi²£e}. Omenjena mnoºica nam ponuja 139 netrivialnih in bistveno
razli£nih moºnih trojic to£k, npr. trojica {A,B,C} je trivialna, trojico dveh ogli²£ in
teºi²£a pa lahko zapi²emo kot {A,B,G}, {B,C,G} ali {A,C,G}, kar so simetri£ni
oz. analogni konstrukcijski problemi. Izmed teh trojic je 74 takih, ki omogo£ajo
konstrukcijo trikotnika △ABC, poteki konstrukcij so zapisani v magistrskem delu.
English translation of the title
Abstract
We would like to construct a triangle △ABC, if we know positions of three
points from the set {vertices, feet of the medians, feet of the altitudes, feet of the
internal angle bisectors, circumcenter, incenter, orthocenter, centroid}. Then we
have 139 problems, all non-trivial and signicantly distinct. For example, the triple
of points {A,B,C} is trivial, the selection of the triple of points to be two vertices
and the centroid of a triangle could be listed as {A,B,G}, {B,C,G} or {A,C,G},
which are all analogous. Only 74 of these problems are solvable and we present their
constructions.
Math. Subj. Class. (2010): 51N20, 51M15, 51M04
Klju£ne besede: konstrukcija trikotnika, ogli²£a, sredi²£e o£rtane kroºnice, raz-
polovi²£a stranic, teºi²£e, noºi²£a vi²in, vi²inska to£ka, sredi²£e v£rtane kroºnice,
prese£i²£a simetral kotov z nasprotno stranico
Keywords: triangle construction, vertices, circumcenter, feet of the medians, cen-
troid, feet of the altitudes, orthocenter, feet of the internal angle bisectors, incenter
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1 Uvod
Naj bo podan trikotnik △ABC. S ²estilom in ravnilom lahko konstruiramo sime-
tralo stranice BC, ki stranico seka v razpolovi²£u Ma. Kaj pa, £e so podane to£ke
A,B,Ma? Ali lahko rekonstruiramo trikotnik ABC? Seveda, podvojimo daljico
BMa in dobimo to£ko C.
Leta 1982 si je William Wernick zastavil vpra²anje, ali lahko konstruiramo tri-
kotnik △ABC, £e imamo v ravnini podane tri to£ke izmed naslednjih ²estnajstih
to£k [9]:
 A,B,C,O: ogli²£a in sredi²£e o£rtane kroºnice,
 Ma,Mb,Mc, G: razpolovi²£a stranic in teºi²£e,
 Ha, Hb, Hc, H: noºi²£a vi²in in vi²inska to£ka,
 Ta, Tb, Tc, I: prese£i²£a simetral notranjih kotov z nasprotnimi stranicami in
sredi²£e v£rtane kroºnice.
Vseh moºnih trojic je 560, toda ugotovil je, da je le 139 izmed teh netrivialnih in
bistveno razli£nih. Na primer trojica {A,B,C} je trivialna, trojico dveh ogli²£ in
teºi²£a pa lahko zapi²emo kot {A,B,G}, {B,C,G} ali {A,C,G}, kar so simetri£ni
oz. analogni konstrukcijski problemi. Seznam trojic je razdelil v ²tiri skupine:
 odve£na to£ka (R): v to skupino spada npr. trojica {A,B,Mc}, saj vsaki dve
to£ki iz te trojice natanko dolo£ata tretjo to£ko;
 odvisna to£ka (L): v to skupino spada npr. trojica {A,B,O}. Kljub temu da
O ni natanko dolo£ena s to£kama A in B, pa je od njiju odvisna, saj mora
leºati na simetrali daljice AB. V tem primeru C lahko leºi kjerkoli na kroºnici
s sredi²£em O in polmerom AO;
 re²ljiv primer (S): v tej skupini so re²ljivi konstrukcijski problemi;
 nere²ljiv primer (U): v tej skupini so dokazano nere²ljivi konstrukcijski pro-
blemi.
William Wernick je trojico 102 ozna£il s S namesto z L in trojico 108 z L namesto s
S [7]. Ostalo mu je 41 trojic, ki jih ni znal razvrstiti v skupine. Re²evanja njegovega
problema so se lotevali tudi drugi matematiki. Leta 1996 je bil objavljen osveºen
seznam trojic, v katerem je bilo nerazvr²£enih le ²e 20 trojic [4]. Sodobni ra£unalni-
²ko podprti sistemi geometrijski problem prevedejo v algebrai£nega, kjer se potem
(ne)re²ljivost dokazuje s pomo£jo Galoisove teorije. Tako so pri²li do kon£nega se-
znama, kjer je 74 S-trojic, 39 U-trojic, 3 R-trojice in 23 L-trojic [7], kar je prikazano
v tabeli 1.
V magistrskem delu bomo najprej ponovili osnovne geometrijske pojme in si
pripravili nekaj pomoºnih lem, nato se bomo osredoto£ili na re²ljive konstrukcijske
primere iz Wernickovega seznama, za katere bomo opisali potek re²evanja in tudi
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1. A,B,O L 48. A,Ha, I S 94. Ma, G, Ta S
2. A,B,Ma S 49. A,Hb, Hc S 95. Ma, G, Tb U
3. A,B,Mc R 50. A,Hb, H L 96. Ma, G, I S
4. A,B,G S 51. A,Hb, Ta S 97. Ma, Ha, Hb S
5. A,B,Ha L 52. A,Hb, Tb L 98. Ma, Ha, H L
6. A,B,Hc L 53. A,Hb, Tc S 99. Ma, Ha, Ta L
7. A,B,H S 54. A,Hb, I S 100. Ma, Ha, Tb U
8. A,B, Ta S 55. A,H, Ta S 101. Ma, Ha, I S
9. A,B, Tc L 56. A,H, Tb U 102. Ma, Hb, Hc L
10. A,B, I S 57. A,H, I S 103. Ma, Hb, H S
11. A,O,Ma S 58. A, Ta, Tb S 104. Ma, Hb, Ta S
12. A,O,Mb L 59. A, Ta, I L 105. Ma, Hb, Tb S
13. A,O,G S 60. A, Tb, Tc S 106. Ma, Hb, Tc U
14. A,O,Ha S 61. A, Tb, I S 107. Ma, Hb, I U
15. A,O,Hb S 62. O,Ma,Mb S 108. Ma, H, Ta S
16. A,O,H S 63. O,Ma, G S 109. Ma, H, Tb U
17. A,O, Ta S 64. O,Ma, Ha L 110. Ma, H, I U
18. A,O, Tb S 65. O,Ma, Hb S 111. Ma, Ta, Tb U
19. A,O, I S 66. O,Ma, H S 112. Ma, Ta, I S
20. A,Ma,Mb S 67. O,Ma, Ta L 113. Ma, Tb, Tc U
21. A,Ma, G R 68. O,Ma, Tb U 114. Ma, Tb, I U
22. A,Ma, Ha L 69. O,Ma, I S 115. G,Ha, Hb U
23. A,Ma, Hb S 70. O,G,Ha S 116. G,Ha, H S
24. A,Ma, H S 71. O,G,H R 117. G,Ha, Ta S
25. A,Ma, Ta S 72. O,G, Ta U 118. G,Ha, Tb U
26. A,Ma, Tb U 73. O,G, I U 119. G,Ha, I S
27. A,Ma, I S 74. O,Ha, Hb U 120. G,H, Ta U
28. A,Mb,Mc S 75. O,Ha, H S 121. G,H, I U
29. A,Mb, G S 76. O,Ha, Ta S 122. G, Ta, Tb U
30. A,Mb, Ha L 77. O,Ha, Tb U 123. G, Ta, I U
31. A,Mb, Hb L 78. O,Ha, I U 124. Ha, Hb, Hc S
32. A,Mb, Hc L 79. O,H, Ta U 125. Ha, Hb, H S
33. A,Mb, H S 80. O,H, I U 126. Ha, Hb, Ta S
34. A,Mb, Ta S 81. O, Ta, Tb U 127. Ha, Hb, Tc U
35. A,Mb, Tb L 82. O, Ta, I S 128. Ha, Hb, I U
36. A,Mb, Tc S 83. Ma,Mb,Mc S 129. Ha, H, Ta L
37. A,Mb, I S 84. Ma,Mb, G S 130. Ha, H, Tb U
38. A,G,Ha L 85. Ma,Mb, Ha S 131. Ha, H, I S
39. A,G,Hb S 86. Ma,Mb, Hc S 132. Ha, Ta, Tb U
40. A,G,H S 87. Ma,Mb, H S 133. Ha, Ta, I S
41. A,G, Ta S 88. Ma,Mb, Ta U 134. Ha, Tb, Tc U
42. A,G, Tb U 89. Ma,Mb, Tc U 135. Ha, Tb, I U
43. A,G, I S 90. Ma,Mb, I U 136. H, Ta, Tb U
44. A,Ha, Hb S 91. Ma, G,Ha L 137. H, Ta, I U
45. A,Ha, H L 92. Ma, G,Hb S 138. Ta, Tb, Tc U
46. A,Ha, Ta L 93. Ma, G,H S 139. Ta, Tb, I S
47. A,Ha, Tb S
Tabela 1: Tabela, v kateri so trojice to£k Wernickovega problema razvr²£ene v
skupine S, U, R, L [7].
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povedali, kdaj je posamezna konstrukcija moºna. e ºelimo trikotnik le rekonstru-
irati, seveda nimamo teºav. Za naklju£no postavitev treh zna£ilnih to£k trikotnika
pa se lahko zgodi, da trikotnik sploh ne obstaja. Ko konstruiramo trikotnik △ABC
iz neke trojice to£k, avtomati£no sledijo konstrukcije iz ve£ drugih trojic to£k, zato
bomo re²ljive primere lahko nekoliko zdruºili. Nazadnje bomo za nekatere netrivi-
alne primere utemeljili, da res spadajo v skupino (L).
2 Osnovni geometrijski pojmi
V tem poglavju bomo denirali nekaj osnovnih geometrijskih pojmov, ki so tesno
povezani z na²im problemom, in navedli nekaj znanih izrekov, ki jih bomo uporabljali
pri na£rtovanju konstrukcij trikotnika. Stranice in kote trikotnika △ABC bomo
ozna£evali kot obi£ajno.
2.1 Ravnilo in ²estilo
Natan£no opredelimo, kaj pomeni konstrukcija. Pri konstrukciji je dovoljeno upo-
rabljati le ravnilo in ²estilo, kar pomeni, da lahko [5]:
 za dani dve to£ki A in B nari²emo premico skozi ti dve to£ki,
 nari²emo kroºnico z danim sredi²£em S, ki poteka skozi dano to£ko A, ali pa
kroºnico z danim sredi²£em S in polmerom, ki je skladen z dano daljico,
 nari²emo prese£i²£e dveh premic, premice in kroºnice, dveh kroºnic.
2.2 Zna£ilne to£ke trikotnika
Denicija 2.1. Naj bosta Mc in Mb razpolovi²£i stranic AB in AC trikotnika
△ABC. Daljico McMb imenujemo srednjica trikotnika, ki pripada stranici BC
(slika 1).
Izrek 2.2. [5, Izrek 3.7.1] Naj bo McMb srednjica trikotnika △ABC, ki pripada
stranici BC. Potem velja |McMb| = 12 |BC| in McMb||BC.
A
B C
Mc Mb
Slika 1: Srednjica McMb v trikotniku △ABC.
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Dokaz. Za trikotnika △AMcMb in △ABC velja ∠McAMb = ∠BAC. Ker sta Mc in
Mb razpolovi²£i stranic AB in AC, pa velja tudi
|AMc|
|AB| =
|AMb|
|AC| =
1
2
. Zaradi enakosti
razmerja stranic, ki oklepata isti kot, sledi, da sta si trikotnika △AMcMb in △ABC
podobna, posledi£no pa velja tudi |McMb| = 12 |BC| ter McMb||BC.
Denicija 2.3. Teºi²£nica je daljica, ki povezuje ogli²£e trikotnika z razpolovi²£em
nasprotne stranice.
Izrek 2.4. [5, izrek 3.8.1] Teºi²£nice trikotnika se sekajo v eni to£ki, ki jih deli v
razmerju 2 : 1 (od ogli²£a do kraji²£a na nasprotni stranici).
A
B C
Mc Mb
G
Ma
Slika 2: To£ka G je prese£i²£e teºi²£nic trikotnika △ABC.
Dokaz. Ozna£imo z G prese£i²£e teºi²£nic BMb in CMc (slika 2). Ker je daljica
McMb srednjica trikotnika △ABC, ki pripada stranici BC, iz izreka 2.2 sledi, da je
McMb||BC. Trikotnika △GMbMc in △GBC imata paroma vzporedne stranice, iz
£esar sledi, da sta si podobna. Razmerje stranic je po izreku 2.2 enako
|GMb|
|GB|
=
|GMc|
|GC|
=
|McMb|
|BC|
=
1
2
.
Zapi²emo lahko |BG| : |GMb| = 2 : 1 in |CG| : |GMc| = 2 : 1. e z G′ ozna£imo
prese£i²£e teºi²£nic AMa in BMb, na enak na£in dokaºemo, da velja |AG′| : |G′Ma| =
2 : 1 in |BG′| : |G′Mb| = 2 : 1. Ker to£ki G in G′ leºita na isti daljici BMb in jo
delita v enakem razmerju, velja G = G′.
Denicija 2.5. Teºi²£e G je to£ka, v kateri se po izreku 2.4 sekajo vse teºi²£nice
trikotnika.
Denicija 2.6. Simetrala daljice AB je premica sAB, ki je pravokotna na daljico in
jo razpolavlja.
Izrek 2.7. [5, izrek 3.8.2] Simetrale stranic poljubnega trikotnika △ABC se sekajo
v eni to£ki, ki je hkrati sredi²£e kroºnice, ki vsebuje vsa njegova ogli²£a (slika 3).
4
A
B C
O
Slika 3: Simetrale stranic trikotnika △ABC se sekajo v to£ki O.
Dokaz. Naj bo to£ka O prese£i²£e simetral stranic BC in CA. Ker to£ka O leºi
na simetrali stranice BC, velja |BO| = |CO|. Ker to£ka O leºi tudi na simetrali
stranice CA, velja |CO| = |AO|. Torej velja |BO| = |AO| in zato to£ka O leºi
tudi na simetrali stranice AB. Res se simetrale stranic sekajo v eni to£ki. Ker je
|AO| = |BO| = |CO|, je to£ka O sredi²£e kroºnice, ki vsebuje vsa ogli²£a trikotnika
△ABC.
Denicija 2.8. To£ka O, v kateri se sekajo simetrale stranic trikotnika △ABC, se
imenuje sredi²£e o£rtane kroºnice.
Denicija 2.9. Simetrala kota α je premica sα, ki poteka skozi vrh kota in kot deli
na dva skladna dela.
Izrek 2.10. [5, izrek 3.8.3] Simetrale notranjih kotov poljubnega trikotnika △ABC
se sekajo v eni to£ki, ki je hkrati sredi²£e kroºnice, ki se dotika vseh njegovih stranic.
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A
B C
I
P
Q
R
Slika 4: Simetrale notranjih kotov trikotnika △ABC se sekajo v to£ki I.
Dokaz. Naj bo to£ka I prese£i²£e simetral notranjih kotov pri ogli²£u A in pri ogli²£u
B, zaradi £esar je enako oddaljena od nosilk stranic AC in AB oz. od nosilk stranic
BA in BC. Sledi, da je to£ka I enako oddaljena od nosilk stranic CB in CA, torej
leºi na simetrali kota pri ogli²£u C. Ker I leºi znotraj kotov ∠BAC in ∠CBA,
nujno leºi v notranjosti trikotnika △ABC, zato tudi v notranjosti kota ∠ACB.
Res se simetrale notranjih kotov trikotnika sekajo v eni to£ki (slika 4). Ozna£imo s
P,Q,R pravokotne projekcije to£ke I na stranice BC,CA,AB. Ker je to£ka I enako
oddaljena od nosilk vseh treh stranic trikotnika, velja |IP | = |IQ| = |IR| in je I
sredi²£e kroºnice K, ki poteka skozi to£ke P,Q,R. Polmeri IP, IR, IQ so pravokotni
na stranice trikotnika, ki so zato tangente kroºnice K in se ta res dotika vseh stranic
trikotnika.
Denicija 2.11. To£ka I, v kateri se sekajo simetrale notranjih kotov trikotnika
△ABC, se imenuje sredi²£e v£rtane kroºnice.
To£ke, v katerih se v£rtana kroºnica dotakne stranic a, b, c trikotnika △ABC,
bomo ozna£evali s P,Q,R.
Denicija 2.12. Vi²ina trikotnika je daljica, ki ima eno kraji²£e v ogli²£u trikotnika,
drugo kraji²£e, ki mu pravimo noºi²£e vi²ine, pa je na nosilki nasprotne stranice, na
katero je vi²ina trikotnika pravokotna.
Izrek 2.13. [5, izrek 3.8.4] Nosilke vi²in trikotnika se sekajo v eni to£ki.
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A
B C
F E
D
Ha
Hb
Hc
H
Slika 5: Nosilke vi²in trikotnika △ABC se sekajo v to£ki H.
Dokaz. V trikotniku △ABC ozna£imo noºi²£a vi²in s Ha, Hb, Hc. Skozi ogli²£a
trikotnika nari²imo pravokotnice na vi²ine in njihova prese£i²£a ozna£imo s to£kami
D,E, F (slika 5). Ker so vi²ine pravokotne na nosilke stranic trikotnika, je premica
BC vzporedna premici FE, premica AC je vzporedna premici DF , premica AB pa
je vzporedna premici DE. tirikotnika BCAF in BCEA sta torej paralelograma,
iz £esar sledi |FA| = |BC| = |AE|. To£ka A je zato razpolovi²£e daljice EF , kar
pomeni, da je nosilka vi²ine AHa simetrala stranice EF . Analogno pokaºemo, da sta
nosilki vi²in BHb in CHc simetrali stranic DF oz. DE. Po izreku 2.7 se simetrale
stranic trikotnika △DEF sekajo v eni to£ki, zato se tudi nosilke vi²in trikotnika
△ABC sekajo v eni to£ki.
Denicija 2.14. To£ka H, v kateri se po izreku 2.13 sekajo nosilke vi²in trikotnika,
se imenuje vi²inska to£ka.
Opomba 2.15. Iz dokaza izreka 2.13 sledi, da je vi²inska to£ka trikotnika △ABC
hkrati sredi²£e o£rtane kroºnice trikotnika△DEF . Ker so ogli²£a trikotnika△ABC
hkrati razpolovi²£a stranic trikotnika △DEF , so stranice trikotnika △ABC sre-
dnjice trikotnika △DEF . Zaradi vzporednosti vseh treh stranic so notranji koti
trikotnikov △ABC in △DEF enaki. Sledi, da je trikotnik △ABC podoben triko-
tniku △DEF s koecientom podobnosti 1
2
.
Posledica 2.16. Velja, da je
−−→
AH = 2 ·
−−−→
OMa.
Izrek 2.17 (Talesov izrek za kroºnico). Naj bo AB premer kroºnice. Za poljubno
to£ko C, ki je razli£na od to£k A,B, velja ∠ACB = 90◦ natanko tedaj, ko to£ka C
leºi na kroºnici.
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A B
O
C
Slika 6: Talesov izrek za kroºnico.
Dokaz. Naj to£ka C leºi na kroºnici s premerom AB (slika 6). Pokaºimo, da kot
∠ACB meri 90◦. Sredi²£e kroºnice ozna£imo z O. Ker to£ke A,B,C leºijo na
kroºnici, velja |OA| = |OB| = |OC|. Trikotnika △AOC in △OBC sta enakokraka,
zato velja ∠OAC = ∠ACO = α in ∠OCB = ∠CBO = β. Vsota notranjih kotov
trikotnika △ABC je torej enaka 2α + 2β = 180◦, zato je ∠ACB = α + β = 90◦.
Naj bo sedaj ∠ACB = 90◦. S protislovjem pokaºimo, da to£ka C leºi na kroºnici
s premerom AB. Naj bo O sredi²£e kroºnice s premerom AB. Ozna£imo s C ′ to£ko,
ki leºi na prese£i²£u poltraka OC s kroºnico. Ker je to£ka C del tega poltraka,
vendar ne leºi na kroºnici, je bodisi |OC| < |OC ′| bodisi |OC| > |OC ′|. V prvem
primeru velja
∠ACO + ∠OCB > ∠AC ′O + ∠OC ′B = 90◦,
kar je v nasprotju s predpostavko, da je ∠ACO+∠OCB = ∠ACB = 90◦. V drugem
primeru pa velja
∠ACO + ∠OCB < ∠AC ′O + ∠OC ′B = 90◦,
kar nas ponovno privede do protislovja.
Izrek 2.18. Naj bo △ABC ostrokotni trikotnik. Potem je vi²inska to£ka H hkrati
sredi²£e v£rtane kroºnice trikotnika △HaHbHc, ki mu pravimo pedalni trikotnik.
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Slika 7: Vi²inska to£ka ostrokotnega trikotnika △ABC je hkrati sredi²£e v£rtane
kroºnice njegovega pedalnega trikotnika.
Dokaz. Po izreku 2.17 leºita to£ki Hb in Hc na kroºnici s sredi£em Ma in polmerom
MaC (slika 7). tirikotnik BCHbHc je torej tetivni, zato je ∠BHcHb = 180◦ − γ.
Ker sokota tvorita iztegnjeni kot, naprej velja ∠HbHcA = 180◦ − ∠BHcHb = γ.
Analogno za tetivni ²tirikotnik CAHcHa ugotovimo, da je ∠BHcHa = γ. Velja torej
∠HbHcA = ∠BHcHa. Ker pa je ∠BHcC pravi kot, velja tudi ∠HaHcC = ∠CHcHb.
Vi²ina hc je zato simetrala kota ∠HaHcHb. Analogno ugotovimo, da sta vi²ini ha in
hb simetrali kotov ∠HbHaHc in ∠HcHbHa, zato je to£ka H sredi²£e v£rtane kroºnice
trikotnika △HaHbHc.
Posledica 2.19. Naj bo △ABC topokotni trikotnik. Sredi²£e v£rtane kroºnice pe-
dalnega trikotnika je tisto ogli²£e trikotnika △ABC, kjer je topi kot.
Dokaz. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je α topi kot. V dokazu
izreka 2.18 to£ki A,H med seboj zamenjamo in posledica sledi.
2.3 Harmoni£na £etverka to£k
Pojem harmoni£ne £etverke to£k potrebujemo, ko ºelimo daljico AB z dvema to£-
kama na premici AB notranje in zunanje razdeliti v nekem razmerju. Videli bomo,
da je £etrta to£ka harmoni£ne £etverke natanko dolo£ena, brº ko imamo podane tri
kolinearne to£ke, od katerih nobena ni razpolovi²£e daljice, ki jo dolo£ata drugi dve
to£ki. Prav tako bomo povedali, kako £etrto to£ko konstruiramo.
Za na²e potrebe v nadaljevanju denirajmo kvocient dveh kolinearnih vektorjev
(saj vektorjev med seboj navadno ne delimo).
Denicija 2.20. Za kolinearna vektorja
−→
AB in
−−→
CD velja
−→
AB
−−→
CD
= λ, £e je
−→
AB = λ
−−→
CD,
pri £emer mora biti
−−→
CD ̸= 0⃗.
9
Denicija 2.21. Pravimo, da je par (A,B) harmoni£no konjugiran s parom (C,D)
oz. da razli£ne kolinearne to£ke A,B,C,D tvorijo harmoni£no £etverko to£k, £e je
−→
AC
−−→
CB
= −
−−→
AD
−−→
DB
oz. ekvivalentno
|AC|
|CB|
=
|AD|
|BD|
.
Oznaka za harmoni£no £etverko to£k je H(A,B;C,D).
Parov (C,D), ki notranje in zunanje razdelijo daljico AB v nekem razmerju,
je neskon£no mnogo. Toda £e je dana ena izmed teh dveh to£k, je druga natanko
dolo£ena.
Izrek 2.22. [5, izrek 7.6.2] Naj bosta dani premica AB in taka to£ka C na tej
premici, da je razli£na od to£k A,B in od razpolovi²£a daljice AB. Potem obstaja
na premici AB natanko ena taka to£ka D, da velja H(A,B;C,D).
Najprej dokaºimo pomoºno lemo.
Lema 2.23. e sta A in B razli£ni to£ki in λ poljubno realno ²tevilo, λ ̸= −1,
obstaja natanko ena taka to£ka T na premici AB, da velja
−→
AT
−→
TB
= λ.
Dokaz. Ker je λ ̸= −1, vedno obstaja taka to£ka T , da velja
−→
AT = λ
1+λ
−→
AB. Zapi²emo
lahko
−→
TB =
−→
TA+
−→
AB = − λ
1 + λ
−→
AB +
−→
AB =
1
1 + λ
−→
AB,
iz £esar sledi
−→
AT
−→
TB
= λ. Dokazali smo obstoj to£ke T iz leme, zdaj pa dokaºimo ²e
enoli£nost.
Recimo, da tudi za neko drugo to£ko T ′ velja
−−→
AT ′
−−→
T ′B
= λ. Potem je
−−→
AT ′ = λ
−−→
T ′B in
−−→
T ′B =
−−→
T ′A+
−→
AB, zato je
−−→
AT ′ = λ(
−−→
T ′A+
−→
AB) = λ(−
−−→
AT ′ +
−→
AB) oz.
−−→
AT ′ = λ
λ+1
−→
AB.
Ugotovimo, da je
−−→
AT ′ =
−→
AT , zato je
−−→
T ′T =
−−→
T ′A +
−→
AT = −
−→
AT +
−→
AT =
−→
0 , torej je
T ′ = T .
Dokaz izreka 2.22. Naj bo
−→
AC
−−→
CB
= λ. Po predpostavki je to£ka C razli£na od to£k A
in B ter od razpolovi²£a daljice AB, zato velja λ ̸= 0, λ ̸= 1. I²£emo tako to£ko D,
da je H(A,B;C,D) oz.
−−→
AD
−−→
DB
= −λ. Ker je −λ ̸= −1, po lemi 2.23 obstaja natanko
ena taka to£ka D.
Izrek 2.24. [5, izrek 7.6.8] Naj bo dan trikotnik △ABC. Simetrali notranjega in
zunanjega kota pri ogli²£u A naj sekata premico BC v to£kah E in F . Potem je par
(B,C) harmoni£no konjugiran s parom (E,F ), H(B,C;E,F ), oz.
|BE|
|EC|
=
|BF |
|CF |
.
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Slika 8: Prese£i²£i simetral notranjega in zunanjega kota pri ogli²£u A s premico BC
skupaj z ogli²£ema B in C tvorita harmoni£no £etverko to£k.
Dokaz. Na poltraku CA, a ne na daljici CA, nari²emo to£ko L (slika 8). Skozi
to£ko B nari²emo vzporednico k premici AC. Prese£i²£i simetral AE in AF s to
vzporednico po vrsti ozna£imo s to£kamaM in N . Ker je AE simetrala kota ∠BAC,
kota ∠MAC in ∠AMB pa sta kota z vzporednimi kraki, velja ∠BAM = ∠MAC =
∠AMB, zato je trikotnik △BMA enakokrak z osnovnico MA. Ker je AF simetrala
kota ∠LAB, kota ∠LAN in ∠BNA pa sta kota z vzporednimi kraki, velja ∠LAN =
∠NAB = ∠BNA, zato je trikotnik △NBA enakokrak z osnovnico NA. Velja torej
|BM | = |BA| = |BN |.
Zaradi vzporednosti premic BM in AC je trikotnik △BEM podoben trikotniku
△CEA, trikotnik △BFN pa je podoben trikotniku △CFA. e upo²tevamo ti dve
podobnosti in zgornjo enakost daljic, lahko zapi²emo naslednja razmerja
|BE|
|EC|
=
|BM |
|AC|
=
|BA|
|AC|
,
|BF |
|FC|
=
|BN |
|AC|
=
|BA|
|AC|
.
Sledi, da je
|BE|
|EC|
=
|BF |
|CF |
.
Iz dokaza sledi tudi naslednja posledica.
Posledica 2.25. e je Ta prese£i²£e simetrale kota α z nasprotno stranico, potem
velja razmerje
|AB|
|AC|
=
|BTa|
|TaC|
.
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Slika 9: Konstrukcija £etrte to£ke harmoni£ne £etverke.
Primer 2.26. [5, zgled 7.6.2][Konstrukcija £etrte to£ke harmoni£ne £etverke]
Naj bo dana daljica AB in na njej to£ka C, ki je razli£na od obeh kraji²£ in od raz-
polovi²£a daljice. Opi²imo potek konstrukcije take to£ke D, da velja H(A,B;C,D)
(slika 9).
Naj bo O poljubna to£ka, ki ne leºi na premici AB. Skozi to£ko B nari²emo
vzporednico premici AO, ki jo premica OC seka v to£ki E. S to£ko F pa ozna£imo
to£ko na vzporednici, za katero velja |EB| = |BF |. Prese£i²£e premic AB in OF je
D.
Ker po izreku 2.22 obstaja natanko ena taka to£ka D, da velja H(A,B;C,D),
je dovolj preveriti, da je na²a to£ka D ustrezna. Zaradi vzporednosti premic AO
in BF velja, da sta si trikotnika △ADO in △BDF podobna. Podobna sta si tudi
trikotnika △CEB in △COA. Ker velja ²e |BE| = |BF |, lahko zapi²emo:
|AC|
|CB|
=
|AO|
|BE|
=
|AO|
|BF |
,
|AD|
|BD|
=
|AO|
|BF |
,
torej je |AC||CB| =
|AD|
|BD| , kar ustreza deniciji harmoni£ne £etverke.
2.4 Eulerjeva premica
Pri konstruiranju trikotnika s tremi znanimi to£kami nam bo koristilo tudi védenje o
tem, ali so zna£ilne to£ke trikotnika v kakr²nikoli medsebojni povezavi oz. ali lahko
iz nekih dveh znanih to£k s konstrukcijo pridobimo ²e kak²no novo, ki bi nam bila
v pomo£. Naslednji izrek nam pove, kako so med seboj povezane to£ke H,G,O.
Izrek 2.27. [5, izrek 5.7.1] To£ke H,G,O so kolinearne in velja
−−→
HG = 2
−→
GO.
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Slika 10: Eulerjeva premica.
Dokaz. Naj bo dan trikotnik △ABC. Nari²emo njegove zna£ilne to£ke H,G,O
(slika 10). Ker sta premici AH in OMa pravokotni na premico BC, sta vzporedni.
Velja, da je ∠HAG = ∠OMaG, saj sta to kota s paroma vzporednimi kraki. Iz
opombe 2.15 vemo, da je trikotnik △MaMbMc podoben trikotniku △ABC, koeci-
ent podobnosti pa je 1
2
. Nadalje je to£kaH vi²inska to£ka trikotnika△ABC, to£ka O
pa vi²inska to£ka trikotnika △MaMbMc, zato je |AH| = 2|MaO|. Iz izreka 2.4 vemo
tudi, da je |AG| = 2|MaG|. Zaradi enakosti razmerja dveh stranic in kota med njima
sta △MaGO in △AGH podobna trikotnika. Iz tega ºe sledi |HG| = 2|GO|. Razmi-
sliti moramo le ²e o kolinearnosti to£kH,G,O. Najprej ugotovimo, da to£kaG vedno
leºi med premicama AH in MaO. To£ka G namre£ leºi na daljici AMa, vzporedni
premici AH in MaO pa potekata skozi kraji²£i te daljice. Ker je ∠AGH = ∠MaGO
in so to£ke A,G,Ma kolinearne, sledi ∠OGA = 180◦ − ∠MaGO = 180◦ − ∠AGH.
To pa pomeni, da so to£ke H,G,O kolinearne.
Denicija 2.28. Premico, na kateri leºijo zna£ilne to£ke trikotnika H,G,O, ime-
nujemo Eulerjeva premica.
2.5 Nagelova premica
Denicija 2.29. Kroºnica, ki leºi zunaj trikotnika in se dotika ene stranice triko-
tnika ter nosilk drugih dveh stranic, se imenuje pri£rtana kroºnica (slika 11).
Sredi²£e pri£rtane kroºnice je prese£i²£e simetrale notranjega kota trikotnika in
simetral zunanjih kotov trikotnika, ki sta prileºna ostalima dvema notranjima ko-
toma.
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Slika 11: Pri£rtana kroºnica.
A
B CPa
Qb
Rc
N
Slika 12: Nagelova to£ka N .
Prese£i²£a pri£rtane kroºnice, ki se dotika stranice a in nosilk drugih dveh stranic,
bomo ozna£evali s to£kami Pa, Qa, Ra (slika 13), analogno bomo prese£i²£a ostalih
dveh pri£rtanih kroºnic s stranicami trikotnika oz. njihovimi nosilkami ozna£evali s
Qb, Pb, Rb in Rc, Pc, Qc.
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Denicija 2.30. Kot bomo dokazali v izreku 2.31, se daljice, ki potekajo od ogli²£a
trikotnika do dotikali²£a pri£rtane kroºnice z nasprotno stranico, sekajo v eni to£ki.
Pravimo ji Nagelova to£ka (slika 12) in jo bomo ozna£ili s to£ko N .
Izrek 2.31. [1, izrek 337] Sredi²£e v£rtane kroºnice I trikotnika △ABC je Nagelova
to£ka njegovega medialnega trikotnika △MaMbMc.
Lema 2.32. To£ka, v kateri se trikotniku v£rtana kroºnica dotakne stranice triko-
tnika, je enako oddaljena od razpolovi²£a stranice kot to£ka, v kateri se iste stranice
dotakne pri£rtana kroºnica (slika 13).
A
B CPa
Qb
Rc
Ra
Qa
I
Q
R
P Ma
Slika 13: Velja, da je |PMa| = |PaMa|.
Dokaz. Upo²tevamo, da so tangentni odseki na kroºnico enako dolgi, in pora£unamo
|ARa| = |AQa|,
|AQa| =
1
2
(|ARa|+ |AQa|) =
1
2
(|AB|+ |BRa|+ |AC|+ |CQa|)
=
1
2
(|AB|+ |BPa|+ |AC|+ |CPa|) =
1
2
(c+ b+ a) = s,
|AR| = |AQ|,
|AR| = 1
2
(|AR|+ |AQ|) = 1
2
(|AB| − |BR|+ |AC| − |CQ|)
=
1
2
(|AB| − |BP |+ |AC| − |CP |) = 1
2
(c+ b− a) = s− a,
|BP | = |BR| = |AB| − |AR| = c− (s− a) = s− b,
|CPa| = |CQa| = |AQa| − |AC| = s− b,
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od koder sledi |BP | = |CPa|. Ker pa je tudi |BMa| = |CMa|, sledi |PMa| =
|PaMa|.
Dokaz izreka 2.31. Naj bo P to£ka, kjer se trikotniku △ABC v£rtana kroºnica do-
tika stranice BC (slika 14). To je hkrati tudi pravokotna projekcija to£ke I na
stranico BC. To£ko, kjer se pri£rtana kroºnica s sredi²£em Ia dotakne stranice
BC, ozna£imo s Pa. S to£ko P ′ ozna£imo prese£i²£e premic IP in APa, ki se se-
kata, £e △ABC ni enakokraki trikotnik. Trikotnik △ITaP je podoben trikotniku
△IaTaPa, saj imata paroma vzporedne stranice. Prav tako je trikotnik △AIP ′ po-
doben trikotniku △AIaPa. Zaradi prve podobnosti velja |IP ||IaPa| =
|ITa|
|IaTa| , zaradi druge
podobnosti pa velja |IP
′|
|IaPa| =
|AI|
|AIa| . Za trikotnik △BTaA lahko uporabimo izrek 2.24,
zato velja H(A, Ta; I, Ia) in |AI||ITa| =
|AIa|
|IaTa| . Iz tega in prej zapisanih razmerij dobimo
|IP |
|IaPa| =
|IP ′|
|IaPa| , zato velja |IP | = |IP
′|. Ker po lemi 2.32 velja tudi |PMa| = |MaPa|,
je premica IMa vzporedna premici APa. e je trikotnik △ABC enakokrak, velja
P = Pa = Ma in premici IMa ter APa sovpadata. Naj bo sedaj ϕ razteg, ki preslika
trikotnik △ABC v medialni trikotnik △MaMbMc. Sredi²£e tega raztega je teºi²£e
G, koecient raztega pa k = −1
2
. Premica APa se preslika v vzporedno premico, ki
gre skozi to£ko Ma, kar pa je ravno premica MaI. Analogno velja tudi za premici
BQb in CRc, ki se z raztegom ϕ preslikata v premici MbI in McI. Ker se premice
MaI,MbI,McI sekajo v isti to£ki, se tudi premice APa, BQb, CRc sekajo v isti to£ki,
kar dokazuje obstoj Nagelove to£ke. Sledi, da je prese£i²£e premic MaI,MbI,McI
Nagelova to£ka v trikotniku △MaMbMc.
A
B C
I
P
Ma
MbMc
Pa
Ia
P ′
Ta
G
N
Slika 14: Sredi²£e v£rtane kroºnice I trikotnika △ABC je Nagelova to£ka njegovega
medialnega trikotnika △MaMbMc.
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Poglejmo si nekaj posledic, ki sledijo iz dokaza izreka in nam bodo pri²le prav v
nadaljevanju.
Posledica 2.33. Nagelova to£ka trikotnika △ABC je sredi²£e v£rtane kroºnice ti-
stega trikotnika, za katerega je △ABC medialni trikotnik.
Posledica 2.34. Premica IMa je vzporedna premici AN , kjer je N Nagelova to£ka
za △ABC.
Posledica 2.35. To£ka P ′ leºi na trikotniku △ABC v£rtani kroºnici in je antipodna
to£ki P , hkrati pa leºi tudi na premici AN .
Posledica 2.36. To£ke I,G,N so kolinearne in velja
−−→
GN = 2
−→
IG.
Denicija 2.37. Premica, na kateri leºijo to£ke I,G,N , se imenuje Nagelova pre-
mica.
2.6 Eulerjeva kroºnica
Dokazali bomo, da je v poljubnem trikotniku △ABC o£rtana kroºnica pedalnega
trikotnika △HaHbHc hkrati o£rtana kroºnica sredi²£nega trikotnika △MaMbMc.
Izrek 2.38. [5, izrek 3.9.2] V poljubnem trikotniku △ABC razpolovi²£a stranic,
noºi²£a vi²in in razpolovi²£a daljic HA,HB,HC, ki jih bomo ozna£ili s to£kami
HA, HB, HC, leºijo na isti kroºnici, ki jo imenujemo Eulerjeva kroºnica oz. kroºnica
devetih to£k (slika 15).
A
B CHa
Hb
Hc H
Ma
MbMc
HA
HCHB
Slika 15: Eulerjeva kroºnica.
Dokaz. Najprej pokaºimo, da je ²tirikotnik HBHCMbMc pravokotnik (slika 16). Da-
ljici McHB in MbHC sta srednjici trikotnikov △AHB in △AHC, zato po izreku 2.2
velja, da je |McHB| = |MbHC | = 12 |AH| in McHB||MbHC ||AH. Daljici McMb in
HBHC pa sta srednjici trikotnikov △ABC in △BHC, zato po izreku 2.2 velja,
da je |McMb| = |HBHC | = 12 |BC| in McMb||HBHC ||BC. Sledi, da je ²tirikotnik
HBHCMbMc paralelogram. e dokaºemo, da je eden izmed notranjih kotov pravi
kot, potem velja, da je ²tirikotnik HBHCMbMc pravokotnik. Ker je premica AH
pravokotna na premico BC in je McHB||AH ter McMb||BC, je ∠HBMcMb pravi
kot.
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Slika 16: tirikotnik HBHCMbMc je pravokotnik.
Analogno dokaºemo, da je tudi ²tirikotnik MaMbHAHB pravokotnik. Diagonala
MbHB je skupna obema pravokotnikoma, zato je to hkrati premer kroºnice K, ki
jima je o£rtana. Iz tega ºe sledi, da razpolovi²£a stranic in razpolovi²£a daljic, ki
povezujejo vi²insko to£ko z ogli²£i, leºijo na skupni kroºnici.
Dokaºimo, da na kroºnici K leºijo tudi noºi²£a vi²in. Kot ∠MaHaHA je pravi
kot in daljica MaHA je premer kroºnice K, zato po izreku 2.17 to£ka Ha leºi na
Eulerjevi kroºnici. Enako dokaºemo tudi za to£ki Hb in Hc.
2.7 To£ka Ua
Ozna£imo z Ua prese£i²£e simetrale kota α s trikotniku o£rtano kroºnico.
Izrek 2.39. [5, izrek 4.3.1] Simetrala kota in simetrala nasprotne stranice se sekata
na o£rtani kroºnici (slika 17).
A
B C
I
Ma
Ua
Slika 17: Ua je prese£i²£e simetrale kota α in simetrale stranice a.
Dokaz. Naj bo dan trikotnik △ABC. Velja, da je |BUa| = |CUa|, saj sta obodna
kota nad tema dvema daljicama enaka α
2
. Trikotnik △BUaC je zato enakokrak z
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osnovnico BC. Ker v enakokrakem trikotniku nosilka vi²ine na osnovnico sovpada
s simetralo osnovnice, tudi simetrala stranice BC poteka skozi to£ko Ua.
Izrek 2.40. [5, izrek 4.3.2] Velja, da je |UaI| = |UaB| = |UaC| (slika 18).
Dokaz. Iz dokaza izreka 2.39 ºe vemo, da je △BUaC enakokraki trikotnik in da je
|UaB| = |UaC|. Pokazati moramo ²e, da je |UaI| = |UaB|. Ker sta ∠BAUa in
∠BCUa obodna kota nad daljico BUa, ∠UaBC pa je obodni kot nad njej skladno
daljico CUa, je ∠BAUa = α2 = ∠BCUa = ∠UaBC. Ker je premica BI simetrala
kota β, je ∠CBI = ∠IBA = β
2
. Torej je ∠UaBI = α+β2 . Ker zunanji kot meri toliko,
kolikor je vsota notranjih neprileºnih kotov trikotnika, pa velja tudi ∠BIUa = α+β2 .
Trikotnik △BUaI je zato enakokrak z osnovnico BI in |UaB| = |UaI|.
A
B C
I
Ua
Slika 18: Velja, da je |UaI| = |UaB| = |UaC|.
2.8 Konstrukcija re²itev kvadratne ena£be
Gra£no ºelimo re²iti kvadratno ena£bo oblike x(x + 2m) =
−−→
SM ·
−→
SN , £e so to£ke
S,M,N kolinearne. Za ta namen povejmo nekaj o potenci to£ke na kroºnico. Povzeli
bomo vir [6].
Trditev 2.41. Naj bosta v ravnini dani kroºnica K s sredi²£em O in polmerom r ter
to£ka S, skozi katero potegnemo premico p, ki seka kroºnico K. Prese£i²£i premice
p s kroºnico K ozna£imo s to£kama M in N . Velja, da je
−−→
SM ·
−→
SN = |OS|2 − r2.
Dokaz. e je to£ka S na kroºnici, velja
−−→
SM ·
−→
SN = 0, saj je dolºina vsaj enega od
obeh vektorjev v produktu enaka 0.
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S M N
N ′
M ′
(a) Velja, da je
−−→
SM ·
−−→
SN =
−−→
SM ′ ·
−−→
SN ′.
S OM N
(b) Premica p gre skozi sredi²£e kroºnice.
Slika 19: To£ka S leºi izven kroga.
Naj bo sedaj to£ka S izven kroga (slika 19a). Skozi to£ko S potegnemo ²e eno
premico p′, ki seka kroºnico v to£kahM ′ in N ′. tirikotnikMNN ′M ′ je tetivni, zato
je vsota nasprotnih notranjih kotov 180◦. Velja torej ∠MM ′N ′ + ∠N ′NM = 180◦.
Ker pa je tudi vsota sokotov ∠MM ′N ′+∠SM ′M = 180◦, velja ∠SM ′M = ∠N ′NM .
Analogno velja tudi ∠M ′MS = ∠M ′N ′N . Sledi, da sta si trikotnika △SMM ′ in
△SN ′N podobna, iz £esar lahko zapi²emo razmerje dolºin stranic |SM ||SM ′| =
|SN ′|
|SN | , od
koder sledi |SM | · |SN | = |SM ′| · |SN ′| oz.
−−→
SM ·
−→
SN =
−−→
SM ′ ·
−−→
SN ′. Pokazali smo, da
je produkt
−−→
SM ·
−→
SN konstanten za vsako premico p, torej tudi za tako, ki gre skozi
sredi²£e kroºnice (slika 19b). V tem primeru je
−−→
SM ·
−→
SN = (|SO| − r)(|SO|+ r) =
|OS|2 − r2.
Poglejmo ²e primer, ko leºi to£ka S znotraj kroga (slika 20).
M
N
M ′
N ′
S
(a) Velja, da je
−−→
SM ·
−−→
SN =
−−→
SM ′ ·
−−→
SN ′.
O
S
M
N
(b) Premica p gre skozi sredi²£e kroºnice.
Slika 20: To£ka S leºi znotraj kroga.
Kot v prej²njem primeru konstruiramo to£ki M ′, N ′. Velja, da je ∠N ′M ′M =
∠N ′NM , saj sta to obodna kota nad tetivo MN ′. Prav tako velja ∠M ′MN =
∠M ′N ′N , saj sta to obodna kota nad tetivo M ′N . Sledi, da sta si trikotnika
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△SMM ′ in△SN ′N podobna, zato velja razmerje dolºin stranic |SM ||SM ′| =
|SN ′|
|SN | , |SM |·
|SN | = |SM ′| · |SN ′| oz.
−−→
SM ·
−→
SN =
−−→
SM ′ ·
−−→
SN ′. e gre premica p skozi sredi²£e
kroºnice (slika 20b), velja
−−→
SM ·
−→
SN = (|SO| − r)(|SO|+ r) = |OS|2 − r2.
O
S M N
T
Slika 21:
−−→
SM ·
−→
SN = |ST |2.
Opomba 2.42. V posebnem primeru, ko leºi to£ka S izven kroga in se premica skozi
to£ko S dotika kroºnice v to£ki T , velja
−−→
SM ·
−→
SN = |ST |2 za vsako premico, ki poteka
skozi to£ko S in seka kroºnico v to£kah M in N (slika 21). Dokazali smo namre£,
da je
−−→
SM ·
−→
SN = |OS|2 − r2, po Pitagorovem izreku pa velja ²e |OS|2 − r2 = |ST |2.
Zgled 2.43. Pokaºimo sedaj, kako gra£no re²imo ena£bo x(x + 2m) =
−−→
SM ·
−→
SN ,
£e so to£ke S,M,N kolinearne in to£ka S ne leºi med to£kama M in N .
1. Nari²emo kroºnico K1 s premerom MN in sredi²£em O.
2. Iz to£ke S nari²emo tangento na kroºnico K1, ki se kroºnice dotika v to£ki T .
Po opombi 2.42 velja
−−→
SM ·
−→
SN = |ST |2.
3. Nari²emo kroºnico K2 s polmerom |m| in sredi²£em O′, ki se v to£ki T dotika
premice ST .
4. Nari²emo premico SO′, ki seka kroºnico K2 v to£kah M ′ in N ′.
5. e je m > 0, je x razdalja od to£ke S do prese£i²£a M ′, ki je bliºje to£ki S,
x = |SM ′| (slika 22), saj po opombi 2.42 velja
−−→
SM ·
−→
SN = |ST |2 =
−−→
SM ′ ·
−−→
SN ′ =
x(x + 2m). e pa je m < 0, je x razdalja od to£ke S do prese£i²£a N ′, ki je
bolj oddaljeno od to£ke S, x = |SN ′| (slika 23), saj po opombi 2.42 velja
−−→
SM ·
−→
SN = |ST |2 =
−−→
SM ′ ·
−−→
SN ′ = x(x+ 2m).
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S
M ′ N ′
O′
T
|m|
O
M
N
K2
K1
x
Slika 22: Pozitivna re²itev x kvadratne ena£be x(x+ 2m) =
−−→
SM ·
−→
SN , £e je m > 0.
S
M ′ N ′
O′
T
|m|
O
M
N
K2
K1
x
Slika 23: Pozitivna re²itev x kvadratne ena£be x(x+ 2m) =
−−→
SM ·
−→
SN , £e je m < 0.
Opomba 2.44. Ker bo obi£ajno neznanka v kvadratni ena£bi predstavljala neko
dolºino, ki je pozitivno ²tevilo, bo za nas ustrezna le ena re²itev. V splo²nem pa
22
ima kvadratna ena£ba x(x+ 2m) =
−−→
SM ·
−→
SN seveda dve re²itvi. e je x1 = |SM ′|,
je x2 = −|SN ′|. e pa je x1 = |SN ′|, je x2 = −|SM ′|.
Zgled 2.45. Razmislimo ²e, kako gra£no re²imo ena£bo x(x+2m) =
−−→
SM ·
−→
SN , £e
so to£ke S,M,N kolinearne in to£ka S leºi med to£kama M in N . Zgornja ena£ba je
v tem primeru ekvivalentna ena£bi x2 + 2mx+ |SM | · |SN | = 0. Re²itev kvadratne
ena£be je torej
x1,2 = −m±
√︁
m2 − |SM | · |SN |, £e je m2 − |SM | · |SN | ≥ 0.
Konstruiramo tak pravokotni trikotnik △MNL, v katerem je S noºi²£e vi²ine
iz ogli²£a L. Po vi²inskem izreku velja |SM | · |SN | = |SL|2. Re²itev je torej
ekvivalentna x1,2 = −m ±
√︁
m2 − |SL|2. Dolºino znotraj korena lahko dobimo s
pomo£jo Pitagorovega izreka v pravokotnem trikotniku. Na sliki 24 velja −m =
|SD|,
√︁
m2 − |SL|2 = |LD|, x1 = |SF |, x2 = |SE|.
M NS
L D
E
F
√︁
m2 − |SL|2
x2
x1
|m|
Slika 24: Re²itvi kvadratne ena£be x1,2 = −m±
√︁
m2 − |SL|2, x1 = |SF |, x2 = |SE|,
£e to£ka S leºi med to£kama M in N in je m < 0.
2.9 e nekaj pomoºnih lem
Lema 2.46. Naj bo to£ka A′ zrcalna slika to£ke A preko to£ke Ma. Potem velja
A′P ||APa||IMa.
Dokaz. To£ka Ma je razpolovi²£e daljic AA′ in PPa (slika 25), zato sta △AMaPa
in △A′MaP skladna trikotnika. Sledi, da sta premici A′P in APa vzporedni. Po
posledici 2.34 pa sta obe vzporedni tudi premici IMa.
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A
B C
I
P
Ma
Pa
A′
Slika 25: Velja, da je A′P ||APa||IMa.
Lema 2.47. [5, izrek 4.3.3] e velja β ≥ γ, potem je
∠HaATa = ∠TaAO =
1
2
(β − γ).
Dokaz. Premici AHa in OUa sta vzporedni, zato sta ∠HaAUa in ∠OUaA skladna
kota (slika 26). Ker je |OA| = |OUa|, velja ²e ∠UaAO = ∠OUaA, torej je res
∠HaATa = ∠TaAO. Ker je γ ≤ β, velja tudi γ ≤ 90◦, zato lahko zapi²emo
∠HaATa = ∠HaAC − ∠TaAC
= 90◦ − γ − α
2
=
α + β + γ
2
− γ − α
2
=
1
2
(β − γ).
A
B CMa
Ua
O
TaHa
Slika 26: Velja, da je ∠HaATa = ∠TaAO = 12(β − γ).
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Lema 2.48. [5, izrek 4.3.4] Velja, da to£ke Fa, Fb, Fc, ki so simetri£ne vi²inski
to£ki glede na nosilke stranic trikotnika, leºijo na o£rtani kroºnici tega trikotnika
(slika 27).
Dokaz. Naj bo Fa drugo prese£i²£e trikotniku △ABC o£rtane kroºnice in premice
AH, ki je nosilka vi²ine na stranico BC in je zato nanjo pravokotna. Dovolj je
dokazati, da je |HaH| = |HaFa|. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo,
da je β ≥ γ, saj lahko v nasprotnem primeru ogli²£a trikotnika prezrcalimo £ez
simetralo stranice a. Lo£imo dva primera glede na lego to£k A,B ter premice CFa.
e to£ki A in B leºita na istem bregu premice CFa (slika 27), zaradi enakosti obo-
dnih kotov nad tetivo FaC velja ∠FaBC = ∠FaAC. Velja tudi ∠CBHb = ∠HaAC,
saj sta to kota s paroma pravokotnima krakoma. Zato je ∠FaBC = ∠CBH.
e to£ki A in B leºita na razli£nih bregovih premice CFa (slika 28), lahko po-
dobno ugotovimo, da je ∠CBFa = π−∠FaAC in ∠CBHb = ∠HaAC. Ker je vsota
sokotov π, je ∠FaBHa = π − ∠CBFa. Iz tega sledi, da je ∠FaBHa = ∠CBHb.
Zaradi sovr²nosti kotov je ²e ∠CBHb = ∠HaBH.
V obeh primerih dobimo, da je ∠FaBHa = ∠HaBH. Ker imata trikotnika
△BFaHa in △BHHa skladne kote ter skupno stranico BHa, sta skladna. Iz tega
sledi, da je |HaH| = |HaFa|.
A
B CHa
Hb
Hc H
Fa
Fb
Fc
Slika 27: To£ke Fa, Fb, Fc, ki leºijo na trikotniku o£rtani kroºnici, so simetri£ne
vi²inski to£ki glede na nosilke stranic trikotnika.
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Hb
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Fc
Slika 28: Tudi, ko to£ki A in B leºita na razli£nih bregovih premice CFa, velja
|HaH| = |HaFa|.
Lema 2.49. Naj bo M sredi²£e trikotniku △TcITb o£rtane kroºnice. Velja, da je
∠TbTcM = ∠MTbTc = α2 .
Dokaz. Ker je M sredi²£e trikotniku △TcITb o£rtane kroºnice (slika 29), je |MTc| =
|MTb| in je △TcTbM enakokraki trikotnik. Ozna£imo z ε kota ob osnovnici TcTb.
Pokazati ºelimo, da je ε = α
2
. Ozna£imo δ := ∠TcMI in η := ∠IMTb. Ker
je η sredi²£ni kot nad tetivo ITb in ker je obodni kot nad isto tetivo pol manj²i,
velja ∠ITcTb = η2 . Analogno je ∠TcTbI =
δ
2
. Ker to£ka I leºi na kroºnici, sta
enakokraka tudi trikotnika △TcIM in △ITbM . Zaradi enakosti kotov ob osnovnici
v enakokrakem trikotniku velja ∠MITc = ε + η2 in ∠TbIM = ε +
δ
2
. Tu smo
upo²tevali, da leºi M zunaj trikotnika △TbTcI, saj je ∠TbITc topi kot. Ker je vsota
notranjih kotov trikotnika 180◦, za trikotnik △TbTcI velja 2ε + δ + η = 180◦ oz.
ε = 90◦− δ+η
2
. Kot ∠TbITc torej meri 2ε+ δ+η2 = 180
◦− δ+η
2
. Sovr²en je kotu ∠BIC,
ki meri 180◦ − β+γ
2
= 90◦ + α
2
, pri £emer smo upo²tevali ²e α+ β + γ = 180◦. Sledi,
da je δ+η
2
= 90◦ − α
2
, zato je ε = 90◦ − δ+η
2
= 90◦ − (90◦ − α
2
) = α
2
, kar smo ºeleli
dokazati.
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Slika 29: Velja, da je ∠TbTcM = ∠MTbTc = α2 .
Posledica 2.50. Kot ∠TbITc iz leme 2.49 meri π+α2 .
Dokaz. V dokazu leme 2.49 vidimo, da je ∠TbITc = ∠BIC = π+α2 .
Lema 2.51. e je b ̸= c, to£ka Ta leºi med to£kama Ha in Ma (slika 30).
B
A
CHa MaTa
(a) Primer, ko je β oster kot.
B
A
CHa MaTa
(b) Primer, ko je β topi kot.
Slika 30: To£ka Ta vedno leºi med to£kama Ha in Ma.
Dokaz. Predpostavimo lahko, da je β ≥ γ, saj lahko to£ki B in C po potrebi zame-
njamo.
Naj bo najprej β oster kot. Potrebno je dokazati |BHa| ≤ |BTa| ≤ |BMa|.
Pokaºimo, da je |BHa| ≤ |BTa|. To velja natanko tedaj, ko je ∠BAHa ≤
∠BATa. V pravokotnem trikotniku △ABHa velja, da je ∠BAHa = π2 − β. Ker je
ATa simetrala kota α, je ∠BATa = α2 . Ob upo²tevanju, da je β ≥ γ, lahko zapi²emo
∠BAHa =
π
2
− β = α + γ − β
2
≤ α
2
= ∠BATa.
Pokaºimo ²e, da je |BTa| ≤ |BMa|. Uporabimo posledico 2.25 in zapi²emo
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razmerje
|BTa|
|TaC|
=
c
b
,
|BTa|
a− |BTa|
=
c
b
,
|BTa| =
ac
b+ c
.
Vemo pa tudi, da je |BMa| = a2 . Sledi, da je
|BMa| − |BTa| =
a
2
− ac
b+ c
=
a(b− c)
2(b+ c)
≥ 0,
saj je γ ≤ β.
e je β topi kot, to£ka Ha zagotovo ni med ostalima dvema. Tako je dovolj
razmisliti, da velja |BTa| ≤ |BMa|, kar pa smo ravnokar preverili in velja tudi za
topi kot β.
Lema 2.52. e v ostrokotnem trikotniku △ABC eno izmed ogli²£ zamenjamo z
vi²insko to£ko tega trikotnika, dobimo topokotni trikotnik, katerega vi²inska to£ka je
tisto ogli²£e, ki smo ga zamenjali (slika 31).
HA′
B CHa
Hb
Hc
A H ′
Slika 31: To£ka H je vi²inska to£ka v trikotniku △ABC, to£ka H ′ pa je vi²inska
to£ka v trikotniku △A′BC.
Dokaz. Sledi iz izreka 2.18.
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3 Re²ljivi konstrukcijski problemi
V tem poglavju se bomo lotili re²ljivih konstrukcijskih problemov, ki so v tabeli 1
ozna£eni s S. Trojice bomo o²tevil£evali kot v tabeli, oznaka za n-to Wernickovo
trojico pa bo W n. Kar nekaj re²itev je mogo£e najti na spletu [8].
3.1 Trojica {A,H, I}
Re²imo problem W 57, ki je obravnavan v £lanku [10].
W 57: A,H, I
Ob kon£ni sliki 34 razmislimo o poteku konstrukcije. Vpeljimo koordinatni sis-
tem. Naj bo I(0, 0), A(a, b), H(a, c). Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo,
da je b > 0. Naj bo r polmer trikotniku △ABC v£rtane kroºnice. Iz tega sledi, da je
ena£ba premice BC enaka y = −r in je B(d,−r), C(e,−r) za neki realni ²tevili d, e.
Zdaj, ko imamo koordinate vseh treh ogli²£ za △ABC, lahko zapi²emo ²e ena£bo
premice AB, ki je (b + r)x + (d− a)y − bd− ar = 0, ter ena£bo premice AC, ki je
(b+ r)x+ (e− a)y − be− ar = 0. Splo²no za razdaljo to£ke od premice velja
d(T, p) =
|ax0 + by0 + c|√
a2 + b2
, p : ax+ by + c = 0, T (x0, y0),
za na² primer pa je
d(I, AB) =
| − bd− ar|√︁
(b+ r)2 + (d− a)2
,
d(I, AC) =
| − be− ar|√︁
(b+ r)2 + (e− a)2
.
Upo²tevamo, da je oddaljenost to£ke I do nosilk stranic AB in AC enaka r in dobimo
ena£bi
r2((b+ r)2 + (d− a)2) = (bd+ ar)2, (3.1)
r2((b+ r)2 + (e− a)2) = (be+ ar)2. (3.2)
Ena£bi od²tejemo, dobljeno ena£bo kraj²amo z d− e ̸= 0 in b+ r > 0, dobimo
(d+ e)(r − b) = 2ar (3.3)
in izrazimo
d+ e =
2ar
r − b
, (3.4)
£e je b ̸= r. Nato ena£bo (3.1) pomnoºimo z e2, ena£bo (3.2) pa pomnoºimo z d2.
Dobljeni ena£bi zopet od²tejemo, kraj²amo z (d− e)r(r + b) in dobimo
r(b+ r)(e+ d) = 2ade. (3.5)
Namesto e+ d vstavimo ²e enakost (3.4) in izrazimo
de =
r2(b+ r)
r − b
, (3.6)
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£e je b ̸= r in £e je a ̸= 0. Ker je H vi²inska to£ka, velja ²e, da je
−→
BA ·
−−→
CH =
(a− d, b+ r)(a− e, c+ r) = 0. Ena£bo razpi²emo in namesto d+ e in de vstavimo
ena£bi (3.4) in (3.6). Enakost lahko kraj²amo z 2(r + b) in dobimo
r(r + 2 · c− b
4
) =
a2 + bc
2
, (3.7)
kar je ºe oblika ena£be, ki smo jo gra£no re²ili v zgledu 2.43. Kaj predstavljata
koecienta v kvadratni ena£bi (3.7)? Velja, da je |b − c| = |AH|. Za konstantni
£len pa ozna£imo razpolovi²£e daljice AI s to£ko RAI(a2 ,
b
2
) in pravokotno projekcijo
to£ke H na premico AI s to£ko PH . Velja, da je
−−−→
IRAI ·
−→
IH =
a2 + bc
2
,
−−−→
IRAI ·
−→
IH =
−−−→
IRAI ·
−−→
IPH +
−−−→
IRAI ·
−−−→
PHH =
−−−→
IRAI ·
−−→
IPH + 0,
−−−→
IRAI ·
−−→
IPH =
a2 + bc
2
.
Obravnavajmo ²e primer, ko je b = r. Tedaj iz ena£be (3.3) sledi, da je a = 0,
iz ena£be (3.5) pa sledi, da je e = −d, torej so to£ke A, I,H kolinearne, △ABC je
enakokraki trikotnik in je to£ka A enako oddaljena od to£ke I kot stranica a. To ni
mogo£e, saj bi v tem primeru to£ka A leºala na trikotniku △ABC v£rtani kroºnici.
Obravnavajmo le ²e primer, ko je a = 0. Tedaj iz ena£be (3.3) sledi, da je
r − b = 0 ali d + e = 0. Prvi primer smo ravnokar obravnavali. V drugem primeru
je △ABC enakokraki trikotnik. Upo²tevamo, da je razdalja premice AB do to£ke
I enaka r:
d(I, AB) =
|bd|√︁
(b+ r)2 + d2
= r,
r2((b+ r)2 + d2) = b2d2,
r2(b+ r)2 + d2(r2 − b2) = 0.
Kraj²amo lahko z b+ r > 0 in dobimo
r2(b+ r) + d2(r − b) = 0. (3.8)
Upo²tevamo, da je
−→
AC ·
−−→
BH = 0, kar nam da enakost
d2 = (c+ r)(b+ r),
ki jo lahko vstavimo v ena£bo (3.8), nato pa ²e enkrat lahko kraj²amo z b + r.
Ena£bo preuredimo in tako namesto ena£be (3.7) dobimo ena£bo
r(r + 2 · c− b
4
) =
bc
2
,
ki jo re²imo enako kot prej.
Opi²imo zdaj konstrukcijo dolºine r. e je
−−−→
IRAI ·
−−→
IPH > 0, konstruiramo dolºino
r po zgledu 2.43 (slika 32). Pri tem koecient m iz zgleda predstavlja c−b
4
, |c− b| =
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|AH|. Na desni strani ena£be pa
−−→
SM ·
−→
SN predstavlja
−−−→
IRAI ·
−−→
IPH . e je c− b > 0,
je r = |IM ′|, £e je c− b < 0, je r = |IN ′|.
e velja
−−−→
IRAI ·
−−→
IPH < 0 (slika 35), konstruiramo dolºino r po zgledu 2.45, pri
£emer to£ke M,S,N, L nadomestimo s to£kami RAI , I, PH , D. V tem primeru je
b− c > 0 in
r1,2 =
|AH|
4
±
√︄(︃
|AH|
4
)︃2
− |ID|2,
£e je
(︂
|AH|
4
)︂2
− |ID|2 ≥ 0. Konstukcija je na sliki 33. Nari²emo kroºnico K1 s
premerom |AH|
4
, s H1 ozna£imo to£ko, ki je antipodna to£ki A. Nari²emo kroºnico
K2 s sredi²£em A in polmerom |ID|. Zaradi simetrije obravnavamo le eno prese£i²£e
kroºnic K1,K2, ki ga ozna£imo z J . Velja, da je |H1J | =
√︃(︂
|AH|
4
)︂2
− |ID|2. Na-
ri²emo kroºnico K3 s sredi²£em H1 in polmerom |H1J |. Prese£i²£i s premico AH1
ozna£imo s to£kama K in L. Velja, da je |AK| = r1 = |AH|4 −
√︃(︂
|AH|
4
)︂2
− |ID|2 in
|AL| = r2 = |AH|4 +
√︃(︂
|AH|
4
)︂2
− |ID|2. Ena£ba je re²ljiva, £e je
(︃
|AH|
4
)︃2
≥ |ID|2 = −
−→
IH ·
−−−→
IRAI = −
1
2
·
−→
IH ·
−→
IA,
kar je natanko tedaj, ko je
|AH|2 ≥ −8 ·
−→
IH ·
−→
IA.
Za re²itve kvadratne ena£be (3.7) torej velja:
 obstajata dve pozitivni re²itvi, £e je −8 · |AH|2 <
−→
IH ·
−→
IA < 0,
 obstaja ena pozitivna re²itev, £e je
−→
IH ·
−→
IA = −1
8
|AH|2 ali
−→
IH ·
−→
IA ≥ 0,
 ne obstaja realna re²itev, £e je
−→
IH ·
−→
IA < −1
8
|AH|2.
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A
I
H PH
RAI
O
T
O′ M
′
N ′
Slika 32: e je c− b > 0, je r = |IM ′|, £e pa je c− b < 0, je r = |IN ′|.
A
I
H PH
RAI
D
H1
J
K
L
K1 K2
K3
Slika 33: Velja, da je |AK| = r1 in |AL| = r2.
Zdaj vemo, kako konstruiramo dolºino r, zato lahko zapi²emo celoten potek
konstrukcije trikotnika △ABC.
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A(a, b)
B C
I(0, 0)
H(a, c)
PH
RAI
Slika 34: W 57
A
B1 C1
I
PH
RAI
B2 C2H
Slika 35: Primer, ko je to£ka I med PH in RAI .
1. Kot smo opisali zgoraj, konstruiramo dolºino r.
2. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em I in polmerom r.
3. Tangenti iz to£ke A na kroºnico K sta nosilki stranic b in c. Ta korak je moºen,
£e je |AI| > r.
4. Nari²emo tisto tangento na kroºnico K, ki je pravokotna na premico AH in je
dlje od to£ke A. Tako dobimo nosilko stranice a. Prese£i²£i z nosilkama b in
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c sta to£ki C in B. Ta korak je moºen, £e premica AH ni pravokotna na AB
ali na AC.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku H res vi²inska to£ka. Ker
H ºe leºi na pravokotnici na premico BC skozi to£ko A, leºi na nosilki vi²ine
ha in je dovolj dokazati, da je
−→
BA ·
−−→
CH = 0. Za£nimo s skalarnim produktom
teh dveh vektorjev.
−→
BA ·
−−→
CH = (a− d, b+ r) · (a− e, c+ r)
= (a− d)(a− e) + (b+ r)(c+ r)
= a2 − a(d+ e) + ed+ bc+ br + cr + r2.
Upo²tevamo lahko ena£bi (3.4) in (3.6), ki veljata, saj je I po konstrukciji
sredi²£e v£rtane kroºnice, damo na skupni imenovalec in dobimo
−→
BA ·
−−→
CH =
−b(a2 + bc)− a2r + br2 + 2r3 − b2r + cr2
r − b
.
Ker na² r ustreza ena£bi (3.7), lahko v zgornji ena£bi pi²emo a2 + bc = 2r2 +
cr − br in tako pridemo do
−→
BA ·
−−→
CH =
−br2 − bcr − a2r + 2r3 + cr2
r − b
=
r(2r2 + r(c− b)− a2 − bc)
r − b
= 0.
3.2 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,B,Ma}
Re²imo problem W 2 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 2: A,B,Ma
A
B CMa
Slika 36: W 2
1. Podvojimo daljico BMa in dobimo to£ko C.
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Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,B,Ma nekolinearne.
W 4: A,B,G
A
B CMa
G
Slika 37: W 4
1. Daljico AG podalj²amo za polovico in dobimo to£ko Ma.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 2, in sicer za to£ke A,B,Ma.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,B,G nekolinearne.
W 20: A,Ma,Mb
A
B CMa
Mb
Slika 38: W 20
1. Podvojimo daljico AMb in dobimo to£ko C.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 2, in sicer za to£ke A,C,Ma.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Ma,Mb nekolinearne.
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W 23: A,Ma,Hb
A
B CMa
Hb
Slika 39: W 23
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Ma in polmerom MaHb. Eno prese£i²£e
kroºnice K s premico AHb je to£ka Hb, drugo prese£i²£e pa to£ka C. V primeru
tangentnosti ti dve to£ki sovpadata.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 2, in sicer za to£ke A,C,Ma.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Ma, Hb nekolinearne in |MaHb| ≠ |MaA|.
W 28: A,Mb,Mc
A
B C
Mc Mb
Slika 40: W 28
1. Podvojimo daljico AMb in dobimo to£ko C.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 2, in sicer za to£ke A,C,Mc.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Mb,Mc nekolinearne.
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W 29: A,Mb, G
A
B CMa
Mb
G
Slika 41: W 29
1. Daljico AG podalj²amo za polovico in dobimo to£ko Ma.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 20, in sicer za to£ke A,Ma,Mb.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Mb, G nekolinearne.
W 39: A,G,Hb
A
B CMa
G
Hb
Slika 42: W 39
1. Daljico AG podalj²amo za polovico in dobimo to£ko Ma.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 23, in sicer za to£ke A,Ma, Hb.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,G,Hb nekolinearne, iz pogoja v primeru W 23
pa dobimo ²e, da mora biti
−→
AG ·
−−→
AHb ̸= |AHb|
2
3
.
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W 62: O,Ma,Mb
A
B C
Mb
Ma
O
Slika 43: W 62
1. Nari²emo pravokotnico na OMa skozi to£ko Ma in dobimo nosilko stranice a.
2. Nari²emo pravokotnico na OMb skozi to£ko Mb in dobimo nosilko stranice b.
Prese£i²£e nosilk stranic a in b je to£ka C.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 28, in sicer za to£ke C,Mb,Ma.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke O,Ma,Mb nekolinearne in £e je ∠MbMaO ̸= π2
ter ∠MaMbO ̸= π2 .
W 83: Ma,Mb,Mc
A
B CMa
Mc Mb
S
Slika 44: W 83
1. Ozna£imo s to£ko S razpolovi²£e daljice MbMc. Iz opombe 2.15 sledi, da
sta si trikotnika △MaMbMc in △ABC podobna s koecientom podobnosti 2.
Ker pa je tudi trikotnik △AMcMb podoben trikotniku △ABC s koecientom
podobnosti 2, sta △AMcMb in △MaMbMc skladna trikotnika. Od tod dobimo
|AMa| = 2|MaS|.
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2. Podvojimo daljico MaS in dobimo to£ko A.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 28, in sicer za to£ke A,Mb,Mc.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma,Mb,Mc nekolinearne.
W 84: Ma,Mb, G
A
B CMa
Mb
G
Slika 45: W 84
1. Potrojimo daljico MaG in dobimo to£ko A.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 20, in sicer za to£ke A,Ma,Mb.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma,Mb, G nekolinearne.
W 85: Ma,Mb,Ha
A
B CMa
Mb
Ha
Slika 46: W 85
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Mb in polmerom MbHa. Eno prese£i²£e
kroºnice s premico HaMa je to£ka Ha, drugo prese£i²£e pa to£ka C. V primeru
tangentnosti ti dve to£ki sovpadata.
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2. Nadaljujemo kot v primeru W 28, in sicer za dane to£ke C,Ma,Mb.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma,Mb, Ha nekolinearne in je |MbHa| ≠ |MbMa|.
W 86: Ma,Mb,Hc
A
B CMa
Mb
Hc
H ′c
Slika 47: W 86
1. Nari²emo pravokotnico na MaMb skozi to£ko Hc. Prese£i²£e te pravokotnice
in premice MaMb ozna£imo s H ′c.
2. Podvojimo daljico HcH ′c in dobimo to£ko C.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 28, in sicer za to£ke C,Ma,Mb.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma,Mb, Hc nekolinearne.
W 87: Ma,Mb,H
Ob kon£ni sliki 49 razmislimo o poteku konstrukcije. Razpolovi²£e daljice HC je
to£kaHC . S to£koH ′c ozna£imo pravokotno projekcijo to£keH na premicoMaMb. Iz
za£etnih treh to£k Ma,Mb, H poznamo naslednje dolºine: |MaH ′c| = p, |MbH ′c| = q,
|HH ′c| = r. Ozna£imo z x dolºino daljice H ′cC. Ker je MaMb srednjica, je tudi
|H ′cHc| = x. Po izreku 2.38 leºijo to£ke Ma, HC ,Mb, Hc na isti kroºnici, zato lahko
po trditvi 2.41 uporabimo potenco to£ke H ′c na Eulerjevo kroºnico
−−−→
H ′cHC ·
−−−→
H ′cHc =
−−−→
H ′cMa ·
−−−→
H ′cMb. (3.9)
Ker to£ke Ma, HC ,Mb, Hc leºijo na isti kroºnici in sta premici MaMb ter HcHC
pravokotni, se lahko sekata znotraj kroºnice ali zunaj nje. e se sekata znotraj
kroºnice, lahko leºita to£ki H in C na razli£nih bregovih premice MaMb ali pa na
istem bregu. e se sekata zunaj kroºnice, leºita to£ki H in C na razli£nih bregovih
premice MaMb. Glede na to, ali to£ka H ′c leºi med to£kama Ma in Mb ali ne, lo£imo
ve£ moºnosti.
1. To£ka H ′c leºi med to£kama Ma,Mb.
Poi²£imo re²itev, kjer H in C leºita na istem bregu premice MaMb. Ta primer
vklju£uje tudi primer, ko to£ka H leºi na premici MaMb. Takrat dobimo dve
simetri£ni re²itvi za to£ko C, in sicer na vsaki strani MaMb eno.
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Iz ena£be (3.9) sledi
−|H ′cHC | · |H ′cHc| = −|H ′cMa| · |H ′cMb|,(︃
x+ r
2
)︃
x = |H ′cMa| · |H ′cMb|,
x2 + rx− 2|H ′cMa| · |H ′cMb| = 0. (3.10)
Tako kvadratno ena£bo pa lahko re²imo podobno kot v zgledu 2.45. Dane
imamo ºe kolinearne to£ke Mb, H ′c,Ma. Podvojimo daljico H
′
cMa in dobimo
to£ko M ′a. Velja, da je |H ′cMb| = q in |H ′cM ′a| = 2p. Nari²emo kroºnico
s premerom MbM ′a in s T ozna£imo njeno prese£i²£e z nosilko vi²ine hc, ki
poteka skozi to£ko H ′c in je pravokotna na MbM
′
a. Po izreku 2.17 je ∠MbTM
′
a
pravi kot. Ker v pravokotnem trikotniku△MbTM ′a vi²ina TH ′c deli hipotenuzo
MbM
′
a na daljici, ki sta dolgi q in 2p, je 2pq = |H ′cT |2 (slika 48). Zgornjo ena£bo
lahko zapi²emo na naslednji na£in:
x2 + rx− |H ′cT |2 = 0,
x1,2 = −
r
2
±
√︃(︂r
2
)︂2
+ |H ′cT |2.
Dolºina x je pozitivna, zato je ustrezna le re²itev x = − r
2
+
√︂(︁
r
2
)︁2
+ |H ′cT |2.
Nari²emo tak pravokotni trikotnik△UH ′cT (slika 48), da je kateta H ′cU dolºine
r
2
, druga kateta pa dolºine |H ′cT |. Potem je dolºina hipotenuze UT enaka√︂(︁
r
2
)︁2
+ |H ′cT |2. Da dobimo dolºino x, ji le ²e od²tejemo dolºino r2 . Na
tistem bregu premice MaMb, kjer je to£ka H, na premici H ′cH konstruiramo
tako to£ko C, za katero velja |H ′cC| = x.
C
H
Ma
Mb
H ′c
M ′a
p
q
r
T
U
x
x
r
2
p
Slika 48: Konstrukcija dolºine x = |H ′cC|, ko to£ki H in C leºita na istem bregu
premice MaMb.
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A
B C
Hc
H
Ma
Mb
HC
H ′c
p
q
r
x
Slika 49: To£ki H in C leºita na istem bregu premice MaMb.
2. To£ka H ′c leºi med to£kama Ma,Mb.
Poi²£imo re²itev, kjer sta to£ki H in C na razli£nih bregovih premice MaMb.
Ker velja (3.9), morata biti Hc in HC na razli£nih bregovih premice MaMb
(slika 51). To£ki C in Hc sta vedno na razli£nih bregovih premice MaMb, zato
sta C in HC na istem bregu, iz £esar sledi, da je x > r.
Tokrat velja |H ′cHC | = x−r2 , zato pridemo do ena£be
x2 − rx− 2|H ′cMa| · |H ′cMb| = 0, (3.11)
ki jo zopet lahko re²imo podobno kot v zgledu 2.45. Re²itev lahko zapi²emo
kot
x1,2 =
r
2
±
√︃(︂r
2
)︂2
+ |H ′cT |2,
pri £emer je za nas ustrezna le re²itev x = r
2
+
√︂(︁
r
2
)︁2
+ |H ′cT |2, saj je sicer
x < r. Nari²emo jo tako kot v prej²njem primeru, le da na koncu hipo-
tenuzi dolºine
√︂(︁
r
2
)︁2
+ |H ′cT |2 ne od²tejemo dolºine r2 , temve£ jo pri²tejemo
(slika 50).
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C
H
Ma
Mb
H ′c
M ′a
p
q
r
T
U
x
x
r
2
p
Slika 50: Konstrukcija dolºine x = |H ′cC|, ko je to£ka H ′c med Ma in Mb ter to£ki H
in C leºita na razli£nih bregovih premice MaMb.
A
B C
Hc
H
Ma
Mb
HC
H ′c
p
q
r
x
Slika 51: To£ki H in C leºita na razli£nih bregovih premice MaMb.
e je torej H ′c med to£kama Ma in Mb, imamo dve re²itvi za to£ko C, in sicer
na vsakem bregu premice MaMb eno.
3. To£ka H ′c ne leºi med to£kama Ma in Mb.
Ker velja (3.9), to£ka H ′c v tem primeru ne leºi med to£kama Hc in HC
(slika 53). Kot v drugem primeru pridemo do pogoja x < r. Iz ena£be (3.9)
zato sledi
|H ′cHC | · |H ′cHc| = |H ′cMa| · |H ′cMb|,(︃
r − x
2
)︃
x = |H ′cMa| · |H ′cMb|,
x2 − rx+ 2|H ′cMa| · |H ′cMb| = 0. (3.12)
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eprav to£ka H ′c ne leºi med to£kama Ma in Mb, si tudi tokrat pomagajmo z
zgledom 2.45. Poznamo dolºini p in q, zato lahko nari²emo pravokotni trikotnik
△XH ′cT , v katerem vi²ina v deli hipotenuzo na daljici, ki sta dolgi q in 2p
(slika 52). Potem velja, da je 2pq = v2. Zgornjo ena£bo lahko zapi²emo na
naslednji na£in:
x2 − rx+ v2 = 0,
x1,2 =
r
2
±
√︃(︂r
2
)︂2
− v2,
pri £emer je ena£ba re²ljiva natanko takrat, ko je
(︁
r
2
)︁2 − v2 ≥ 0 oz. r2 ≥ 8pq.
e je r2 > 8pq, dobimo dve re²itvi, £e pa je r2 = 8pq, dobimo eno re²itev. Na
sliki 52 velja |Y H ′c| = v, |Y Z| = r2 , |H
′
cZ| =
√︂(︁
r
2
)︁2 − v2, |H ′cC1| = r2 + |H ′cZ|,
|H ′cC2| = r2 − |H
′
cZ|.
C2
H
Ma
Mb
H ′c
X
T
2p
q
r
Y
Z
r
2
C1
x1
x2
v
Slika 52: Konstrukcija x1 = |H ′cC1|, x2 = |H ′cC2|, ko to£ka H ′c ne leºi med to£kama
Ma in Mb ter to£ki H in C1 oz. C2 leºita na razli£nih bregovih premice MaMb.
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B C
Hc
H
Ma
Mb
HC
H ′c
p
q
r
x
Slika 53: To£ki H in C leºita na razli£nih bregovih premice MaMb in je x < r.
Zdaj vemo, da lahko konstruiramo dolºino x, zato lahko zapi²emo celoten potek
konstrukcije trikotnika △ABC.
A2
B2
C2
H
Ma
Mb
H ′c
M ′a
p
q
r
T
U
x2
r
2
C1
B1
A1
x1
Slika 54: Re²itev primera W 87, £e to£ka H ′c leºi med to£kama Ma in Mb.
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A2
B2
C2
H
Ma
Mb
H ′c
X
T
2p
q
r
Y
Z
r
2
x1
x2v
B1
C1
A1
Slika 55: Re²itev primera W 87, £e to£ka H ′c ne leºi med to£kama Ma in Mb.
1. S to£ko H ′c ozna£imo pravokotno projekcijo to£ke H na premico MaMb. Kot
smo opisali zgoraj, konstruiramo dolºino x in dobimo to£ko C.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 28, in sicer za to£ke C,Ma,Mb.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku H res vi²inska to£ka. Pre-
mica CH sovpada s premico CH ′c, ki je pravokotna na MaMb. Ker je srednjica
MaMb v trikotniku △ABC vzporedna premici AB, je premica CH pravoko-
tna tudi na AB, torej je nosilka vi²ine hc. Trikotnik △MbMaC je podoben
trikotniku △ABC s koecientom podobnosti 1
2
, zato je |HcH ′c| = |H ′cC| = x.
Naj bo HC drugo prese£i²£e premice H ′cHc z Eulerjevo kroºnico, o£rtano tri-
kotniku △MaMbHc. Zaradi potence to£ke na kroºnico velja ena£ba (3.9). Iz
ena£b (3.10), (3.11), (3.12) sledi, da v vseh treh primerih velja
−−−→
H ′cHC =
1
2
(
−−→
H ′cC +
−−→
H ′cH).
To£ka HC je torej razpolovi²£e daljice HC in zato po izreku 2.38 sledi, da je
H res vi²inska to£ka v trikotniku △ABC.
e to£ka H ′c leºi na daljici MaMb, dobimo dve re²itvi. e to£ka H
′
c ne leºi na daljici
MaMb, pa je konstrukcija moºna natanko tedaj, ko je |H ′cH|2 ≥ 8|H ′cMa| · |H ′cMb|.
e velja |H ′cH|2 = 8|H ′cMa|·|H ′cMb|, dobimo eno re²itev, £e pa je |H ′cH|2 > 8|H ′cMa|·
|H ′cMb|, dobimo dve re²itvi.
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W 92: Ma, G,Hb
A
B CMa
G
Hb
Slika 56: W 92
1. Potrojimo daljico MaG in dobimo to£ko A.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 23, in sicer za to£ke A,Ma, Hb.
Konstrukcija je moºna, £e so to£keMa, G,Hb nekolinearne, iz pogoja v primeruW 23
pa dobimo ²e, da mora biti |MaHb| ≠ 3|MaG|.
3.3 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,B,H}
Re²imo problem W 7 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 7: A,B,H
A
C
H
B
Slika 57: W 7
1. Nari²emo pravokotnico na AB skozi to£ko H, ki je nosilka vi²ine hc.
2. Nari²emo pravokotnico na AH skozi to£ko B, ki je nosilka stranice a. Prese-
£i²£e nosilk hc in a je to£ka C.
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Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,B,H nekolinearne.
W 33: A,Mb,H
A
B C
Mb
H
Slika 58: W 33
1. Podvojimo daljico AMb in dobimo to£ko C.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 7, in sicer za to£ke A,C,H.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Mb, H nekolinearne.
W 103: Ma,Hb,H
A
B CMa
Hb
H
Slika 59: W 103
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Ma in polmerom MaHb.
2. Eno prese£i²£e kroºnice K s premico HbH je to£ka Hb, drugo prese£i²£e pa
to£ka B.
3. Eno prese£i²£e kroºnice K s pravokotnico na HbH skozi to£ko Hb je to£ka Hb,
drugo prese£i²£e pa to£ka C.
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4. Nadaljujemo kot v primeru W 7, in sicer za to£ke B,C,H.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku △ABC to£ka Ma res
razpolovi²£e daljice BC. Ker je ∠BHbC pravi kot in to£ke B,Hb, C leºijo na
kroºnici K, je po izreku o sredi²£nem in obodnem kotu daljica BC premer.
Sredi²£e kroºnice je to£ka Ma, ki je tako ravno razpolovi²£e daljice BC.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma, Hb, H nekolinearne, |MaHb| ̸= |MaH| ter
premici HHb in MaHb nista pravokotni.
W 108: Ma,H, Ta
A
B CHa
Hb
Hc
H
MaTa yx
q r
p
Slika 60: Skica za primer W 108.
Ob skici 60 razmislimo o poteku konstrukcije. Predpostavimo lahko, da je β ≥ γ,
saj za vsako konstrukcijo, ki jo najdemo, dobimo ²e eno novo, £e glede na sliko to£ki
B in C zamenjamo. Na skici 60 smo upo²tevali ²e, da je po lemi 2.51 to£ka Ta vedno
med to£kama Ha in Ma.
Ozna£imo neznani dolºini x = |BHa|, y = |HaC| in znane dolºine p = |HaH|,
q = |HaTa|, r = |TaMa|. Obravnavajmo najprej primer, ko je β oster kot. Potem je
a = x + y in y = x + 2(q + r). Pravokotna trikotnika △ABHa in △CHHa sta si
podobna. Velja namre£, da je ∠BAHa = π2 −β, zato je ∠AHHc = β. Njemu sovr²ni
kot v trikotniku △CHHa je ∠HaHC, ki je torej tudi enak β. Iz razmerja stranic
|AB|
|BHa|
=
|CH|
|HHa|
sledi c = x
√
p2+y2
p
. Analogno ugotovimo, da sta si podobna trikotnika △AHaC in
△BHaH. Iz razmerja stranic
|AC|
|HaC|
=
|BH|
|HaH|
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pa sledi, da je b = y
√
p2+x2
p
. Ker je ATa simetrala kota α, po posledici 2.25 velja
c
b
= |BTa||CTa| . Upo²tevamo ²e, da je a = |BTa| + |TaC|, in dobimo |CTa| =
ab
b+c
. To
zadnje vnesemo v izraz r = |TaMa| = |CTa| − a2 . Sledi, da je
r =
a
2
· y
√︁
p2 + x2 − x
√︁
p2 + y2
y
√︁
p2 + x2 + x
√︁
p2 + y2
.
Upo²tevamo ²e, da je a = x + y, odpravimo ulomke in vsak koren damo na svojo
stran, tako dobimo
x
√︁
p2 + y2(2r + x+ y) = y
√︁
p2 + x2(x+ y − 2r). (3.13)
Ena£bo (3.13) kvadriramo in £lene nekoliko zdruºimo med seboj, da dobimo
4p2r2(x2 − y2) + p2(x2 − y2)(x2 + y2) + 8x2y2r(x+ y)
+2xyp2(x2 − y2) + 4x2p2r(x+ y) + 4y2p2r(x+ y) = 0. (3.14)
Delimo z (x + y) ter vstavimo x − y = −2(q + r), x2 + y2 = (x − y)2 + 2xy =
4(q + r)2 + 2xy. Dobimo
r(xy)2 − p2q(xy)− p2q2(r + q) = 0. (3.15)
Izra£unamo lahko, da je
xy =
p2q ± pq
√︁
p2 + 4qr + 4r2
2r
. (3.16)
Upo²tevamo ²e, da je y = x+ 2(q + r) in pridemo do kvadratne ena£be za x
x2 + 2(q + r)x− p
2q ± pq
√︁
p2 + 4qr + 4r2
2r
= 0,
x(x+ 2(q + r)) =
pq
2r
· (p±
√︁
p2 + 4qr + 4r2). (3.17)
Tak²no kvadratno ena£bo pa znamo re²iti, kot smo pokazali v zgledih 2.43 in 2.45,
lotimo se je postopoma. Koecient na levi strani ena£be je q+r = |HaMa|. Na desni
strani pa bi radi videli skalarni produkt
−→
PE ·
−→
PF za neke kolinearne to£ke P,E, F . e
je desna stran ena£be (3.17) pozitivna, je v ena£bi znak plus in deniramo tako to£ko
P , ki ne leºi med to£kama E in F , da je |
−→
PE| = pq
2r
in |
−→
PF | = p+
√︁
p2 + 4qr + 4r2.
e pa je desna stran ena£be (3.17) negativna, je v ena£bi znak minus in deniramo
tako to£ko P , ki leºi med to£kama E in F , da je |
−→
PE| = pq
2r
in |
−→
PF | = −(p −√︁
p2 + 4qr + 4r2).
Dolºino pq
2r
lahko konstruiramo na naslednji na£in (slika 61):
1. nari²emo daljico KL dolºine p+ q in na njej ozna£imo to£ko P , za katero velja
|KP | = p, |PL| = q,
2. nari²emo pravokotnico na KL skozi to£ko P in na njej ozna£imo to£ko M , za
katero velja |PM | = 2r,
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3. trikotniku△KLM o£rtamo kroºnico; drugo prese£i²£e kroºnice s premicoMP
je zaradi potence to£ke na kroºnico taka to£ka E, da velja |
−→
PE| = pq
2r
.
P
L
q
K
p
M
2r
E
Slika 61: Konstrukcija dolºine pq
2r
.
Ozna£imo z1 = p+
√︁
p2 + 4qr + 4r2 in z2 = p−
√︁
p2 + 4qr + 4r2. tevili z1, z2
sta re²itvi kvadratne ena£be
z2 − 2pz − 4qr − 4r2 = 0, (3.18)
z(z − 2p) = 4r · (q + r).
Zgornjo ena£bo re²imo kot v zgledu 2.43, kjer to£ke S,M,N nadomestimo s to£kami
T, U, V . Velja, da je m = −p, |
−→
TU | = 4r, |
−→
TV | = q + r. Kroºnica s polmerom
|m| = p se kot v zgledu dotika kroºnice s premerom UV v dotikali²£u tangente iz T .
Premica, ki poteka skozi to£ko T in skozi sredi²£e kroºnice s polmerom |m| = p, naj
seka kroºnico v to£kah U ′ in V ′, od katerih je U ′ bliºje to£ki T kot pa V ′. Ker je
m < 0, iz opombe 2.44 sledi, da je z1 = |TV ′| in z2 = −|TU ′|. Torej velja naslednje:
£e to£ka P ne leºi med to£kama E in F , je |
−→
PF | = |TV ′| (slika 62), £e pa to£ka P
leºi med to£kama E in F , je |
−→
PF | = |TU ′|.
Vrnimo se k ena£bi (3.17). Znamo torej konstruirati take kolinearne to£ke
P,E, F , da velja
−→
PE ·
−→
PF = pq
2r
(p ±
√︁
p2 + 4qr + 4r2). V primeru, ko to£ka P
leºi med to£kama E in F , ne dobimo nobene pozitivne re²itve za x, saj je
x1,2 = −(q + r)±
√︁
(q + r)2 − |PE| · |PF |.
Ko pa to£ka P ne leºi med to£kama E in F , naprej re²ujemo kot v zgledu 2.43. Ker
je q + r > 0, je x = |PM ′| (slika 63), kjer je to£ka M ′ kot v zgledu 2.43.
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T V U
U ′
V ′
|PF |
Slika 62: Konstrukcija dolºine |PF | = |TV ′|. Velja, da je |TV | = q + r, |TU | = 4r,
|U ′V ′| = 2p. Na sliki je primer, ko je q + r < 4r, zato je to£ki T bliºe to£ka V .
Lahko se seveda zgodi tudi obratno.
FP E
M ′
N ′
x
Slika 63: Konstrukcija dolºine x = |PM ′|.
Povejmo ²e, kako se ena£be spremenijo, £e je β topi kot. Upo²tevati moramo, da
je tokrat a = y − x, y + x = 2(q + r) in y2 + x2 = 4(q + r)2 − 2xy, zato namesto
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ena£be (3.13) dobimo
x
√︁
p2 + y2(2r − x+ y) = −y
√︁
p2 + x2(2r + x− y),
namesto ena£be (3.15) pa
r(xy)2 + p2q(xy)− p2q2(q + r) = 0.
Namesto na£be (3.17) potem obravnavamo kvadratno ena£bo
x(x− 2(q + r)) = pq
2r
(p∓
√︁
p2 + 4qr + 4r2). (3.19)
Na desni strani ena£be enako kot pri ostrem kotu β ºelimo videti skalarni produkt−→
PE ·
−→
PF . Dolºini |PE| in |PF | konstruiramo enako kot prej. e to£ka P leºi med
to£kama E, F , lahko izrazimo
x1,2 = (q + r)±
√︁
(q + r)2 − |PE| · |PF |.
Ustrezna je le tista re²itev za x, ki zado²£a x < q, saj to£ka B v primeru topega
kota β leºi med to£kama Ha in Ta. Zato mora biti v neena£bi (q+ r)2 > |PE| · |PF |
stroga neenakost in ºe takoj lahko tudi izlo£imo re²itev s plusom. V primeru, ko
to£ka P leºi med to£kama E, F , je torej moºna le re²itev
x = (q + r)−
√︁
(q + r)2 − |PE| · |PF |, (3.20)
ki mora seveda ustrezati pogoju x < q in jo lahko konstruiramo kot v zgledu 2.45.
V primeru, ko to£ka P ne leºi med to£kama E in F , izrazimo
x1,2 = (q + r)±
√︁
(q + r)2 + |PE| · |PF |.
Re²itev z minusom je negativna, re²itev s plusom pa ne ustreza pogoju x < q, saj je
x = (q + r) +
√︁
(q + r)2 + |PE| · |PF | > q + r > q.
Zapi²imo celoten potek konstrukcije za primer W 108 (slika 64).
1. e so to£ke Ma, H, Ta kolinearne, je H = B ali H = C. Ko imamo eno od
to£k B in C, jo prezrcalimo preko to£ke Ma in dobimo ²e drugo. To£ka A
leºi na prese£i²£u nosilke vi²ine ha s kroºnico, konstruirano kot v W 9 za to£ke
B,C, Ta. Primer W 9 bo obravnavan v 4. poglavju.
2. e za£etne tri to£ke Ma, H, Ta niso kolinearne, nari²emo premico TaMa in
dobimo nosilko stranice a.
3. Nari²emo pravokotnico na premico a skozi to£ko H in kot prese£i²£e s premico
a dobimo to£ko Ha.
4. Dolºino x, ki jo dobimo iz ena£be (3.17) za oster kot β, nanesemo na drugo
stran to£ke Ha, kot je to£ka Ta. Dolºino x, ki jo dobimo iz ena£be (3.19) za
topi kot β, pa nanesemo na isto stran to£ke Ha, kot je to£ka Ta, vendar mora
x ustrezati pogoju x < |HaTa|.
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5. Nadaljujemo kot v primeru W 33, in sicer za to£ke B,Ma, H.
Utemeljimo, da je to£ka Ta pri tej konstrukciji res na simetrali kota α. Pokazali
bomo le za primer, ko je β oster kot, saj analogno pokaºemo tudi za topi kot
β. Dokazati moramo, da je |CTa||BTa| =
b
c
oz. da je |CTa| = abb+c .
Na² x zado²£a ena£bi (3.17). Zaradi konstrukcije v primeru W 33 velja tudi
y = x + 2(q + r), kar nam skupaj da ena£bo (3.16). Odpravimo ulomke,
damo koren na eno stran, ostalo pa na drugo stran, kvadriramo in delimo s
4r. Tako pridemo do ena£be (3.15). To ena£bo pomnoºimo s 4 ter pri²tejemo
in od²ejemo £lena 2p2rxy ter 4p2r2(q + r). Dobimo
4r(xy)2 − 2p2(q + r)xy − 4p2r2(q + r)
+4p2(r2 − q2)(r + q) + 2p2(r − q)xy = 0.
Upo²tevamo, da je 4(q+ r)2+2xy = x2+y2. Namesto £lena p2(r− q)(x2+y2)
pi²emo −p2(q+r)(x2+y2)+2p2r(x2+y2), celotno ena£bo pomnoºimo z 2(x+y)
ter upo²tevamo ²e, da je −2(q + r) = x− y. Dobimo
8r(xy)2(x+ y) + 2p2(xy)(x2 − y2) + 4p2r2(x2 − y2)
+p2(x2 − y2)(x2 + y2) + 4p2r(x+ y)(x2 + y2) = 0,
kar je pravzaprav ena£ba (3.14). e jo preoblikujemo, dobimo ena£bo
x2(p2 + y2)(4r2 + x2 + y2 + 4xr + 4yr + 2xy)
=y2(p2 + x2)(4r2 + x2 + y2 − 4xr − 4yr + 2xy).
Zgornjo ena£bo korenimo. To lahko storimo, saj so x, y, p, r dolºine in zato
ve£je od ni£, velja pa tudi
4r2 + x2 + y2 − 4xr − 4yr + 2xy = (x+ y − 2r)2 ≥ 0.
Korenjenje je torej dovoljeno, zato lahko pridemo do ena£be (3.13). Ker velja,
da je x + y > y > 2(q + r) > 2r, je x + y − 2r > 0. V ena£bi (3.13) nato
upo²tevamo, da je a = x + y in r = |CTa| − a2 , kar drºi, saj je y ≥ x in zato
tudi β ≥ γ. Izrazimo |CTa| ter pi²emo, da je
x
√
p2+y2
p
= c, y
√
p2+x2
p
= b. Res
dobimo, da je |CTa| = abb+c .
Konstrukcija je moºna, £e leºi to£ka Ta med to£kama Ha, Ma in £e je desna stran
ena£be (3.17) pozitivna ali £e za re²itev ena£be (3.20) velja x < |HaTa|. Na sliki 64
dolºina x1 ozna£uje ustrezno re²itev ena£be (3.17), kjer smo na desni strani upo²te-
vali znak plus. Dolºina x2 pa ozna£uje re²itev ena£be (3.20).
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A1
B1 C1Ha
H
MaTa
x1
B2 C2
A2
x2
Slika 64: Primer W 108, ko sta moºni dve re²itvi.
3.4 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,B, Ta}
Re²imo problem W 8 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 8: A,B, Ta
A
B CTa
Slika 65: W 8
1. Podvojimo kot ∠BATa. Prese£i²£e dobljenega kraka s poltrakom BTa je to£ka
C.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,B, Ta nekolinearne in £e velja 2∠BATa +
∠TaBA < π.
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W 34: A,Mb, Ta
A
B C
Mb
Ta
Slika 66: W 34
1. Podvojimo daljico AMb in dobimo to£ko C.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 8, in sicer za to£ke A,C, Ta.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Mb, Ta nekolinearne in £e velja pogoj iz primera
W 8.
W 36: A,Mb, Tc
A
B C
Mb
Tc
Slika 67: W 36
1. Podvojimo daljico AMb in dobimo to£ko C.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 8, in sicer za to£ke A,C, Tc.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Mb, Tc nekolinearne in velja pogoj iz primera
W 8.
56
W 58: A, Ta, Tb
A
B CTa
Tb
Z
X
Slika 68: W 58
1. Kot ∠TaATb prenesemo na drugo stran kraka ATa in dobimo nosilko stranice
c. Ta korak je moºen, £e je kot ∠TaATb oster in so to£ke A, Ta, Tb nekolinearne.
2. Projekcijo to£ke Tb na nosilko c ozna£imo s to£ko Z.
3. Nari²emo kroºnico K1 s sredi²£em Tb in polmerom TbZ.
4. Nari²emo kroºnico K2 s premerom TaTb.
5. Prese£i²£e kroºnic K1, K2 je to£ka X. Ta korak je moºen, £e se kroºnici K1 in
K2 sekata.
6. Prese£i²£e premic TaX in AZ je to£ka B. Ta korak je moºen, £e imata kroºnici
K1 in K2 dve prese£i²£i X1 in X2, saj sicer to£ki Ta in X sovpadata. Veljati
mora tudi, da premica XiTa ni vzporedna nosilki stranice c ter da je to£ka
B na pravem poltraku premice c. V primeru, ko to£ki Ta in X sovpadata, je
to£ka B prese£i²£e premice AZ s tangento na kroºnici K1 in K2 v to£ki Ta.
Da prese£i²£e B obstaja, ta tangenta ne sme biti vzporedna nosilki stranice c,
poleg tega mora B leºati na pravem poltraku premice c.
7. Nadaljujemo kot v primeru W 8, in sicer za to£ke A,B, Ta. Moºni sta dve
re²itvi (slika 70) v primeru, ko se premici B1X1 in ATb oz. B2X2 in ATb sekata
na poltraku ATb ter je to£ka Tb med A in C, sicer izberemo tisti Xi, za katerega
to velja. Lahko pa se tudi zgodi, da noben Xi ne ustreza temu pogoju.
Pojasnimo na²e razmi²ljanje. Projekciji to£ke Tb na nosilki stranic a in c smo ozna£ili
s to£kama X in Z. Trikotnika △BXTb in △BZTb sta skladna, zato je |TbZ| =
|TbX|. To£ka X torej leºi na kroºnici K1. Ker je ∠TbXTa pravi kot, pa to£ka X po
izreku 2.17 leºi tudi na kroºnici K2. Zaradi tega je to£ko B treba konstruirati po
zgoraj opisanem postopku.
Utemeljimo ²e, zakaj je za tako konstruirano to£ko B to£ka Tb res prese£i²£e
simetrale kota β z nasprotno stranico. Zagotovo velja, da to£ka Tb leºi na nosilki
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stranice b. Ker to£ki X in Z leºita na kroºnici K1, velja |TbZ| = |TbX|. Kota
∠TbXTa in ∠TbZA oba merita π2 . To£ke B, Ta, X so kolinearne, prav tako pa tudi
to£ke B,Z,A. Sledi, da sta BX in BZ tangenti na kroºnico K1. Tangentni odseki
so enako dolgi, zato je |BX| = |BZ|. Sledi, da sta trikotnika △BXTb in △BZTb
skladna, zato velja ∠XBTb = ∠TbBZ in je premica BTb simetrala kota β.
Konstrukcija je iz £lanka [2], kjer je obravnavan tudi obstoj re²itve, kar prikazuje
slika 69. Fiksiramo to£ki A in Tb. e to£ka Ta leºi v rumenem obmo£ju, imamo eno
re²itev za △ABC, £e leºi v rde£em obmo£ju, pa imamo dve re²itvi za △ABC.
Slika 69: Slika je iz £lanka [2] in prikazuje, kdaj obstaja re²itev za primer W 58.
B1
A
C1
Ta
TbZ
X1
X2
B2
C2
Slika 70: Konkreten primer, ko v primeru W 58 dobimo dve re²itvi.
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W 60: A, Tb, Tc
A
B C
I
Tc
Tb
M
Slika 71: W 60
1. Nari²emo simetralo kota α, tako da dobimo kot α
2
. Ta korak je moºen, £e so
to£ke A, Tb, Tc nekolinearne.
2. e je trikotnik△ATcTb pozitivno orientiran, nari²emo kot α2 enkrat v pozitivni
smeri, tako da je en krak kota TcTb in ima vrh v Tc, drugi£ pa v negativni smeri,
tako da je en krak kota TbTc in ima vrh v Tb. e je trikotnik△ATcTb negativno
orientiran, ri²emo kot α
2
ravno v obratnih smereh. Prese£i²£e dobljenih krakov
je to£ka M .
3. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em M in polmerom MTb. Po lemi 2.49 je tisto
prese£i²£e kroºnice in simetrale kota α, ki je na drugem bregu premice TbTc
kot M , to£ka I.
4. Prese£i²£e TbI in ATc je to£ka B. Ta korak je moºen, £e se premici sekata in
je to£ka Tc med A in B.
5. Nadaljujemo kot v primeru W 8, in sicer za to£ke A,B, Tb. Ta korak je moºen,
£e velja pogoj iz primera W 8.
Utemeljimo, zakaj je pri tako konstruirani to£ki B to£ka Tc res prese£i²£e
simetrale kota z nasprotno stranico. To£ka I je po konstrukciji prese£i²£e
simetral kotov α in β, zato je sredi²£e v£rtane kroºnice. Dokazati moramo, da
so to£ke C, I, Tc kolinearne.
Zaradi sredi²£nih in obodnih kotov velja ∠TbITc = π − 12∠TcMTb. Iz vsote
notranjih kotov v trikotniku △MTcTb dobimo ∠TcMTb = π − 2α2 , torej je
∠TbITc = π+α2 .
Ker je I sredi²£e trikotniku △ABC v£rtane kroºnice, je IC simetrala kota γ.
Iz vsote notranjih kotov v trikotniku △BCI izra£unamo ∠BIC = π− β
2
− γ
2
=
π+α
2
. Zaradi kolinearnosti to£k B, I, Tb je ∠CITb = π − ∠BIC = π − π+α2 =
π−α
2
. Sledi, da je ∠CITb + ∠TbITc = π, torej so to£ke C, I, Tc res kolinearne.
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W 61: A, Tb, I
A
B C
I
Tb
Slika 72: W 61
1. Kot ∠IATb prenesemo na drugi breg kraka AI. Presek dobljenega kraka s
poltrakom TbI je to£ka B. Ta korak je moºen, £e so to£ke A, Tb, I nekolinearne
in je 2∠IATb + ∠ATbI < π.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 8, in sicer za to£ke B,A, Tb. Ta korak je moºen,
£e je ∠TbIA oster kot, kar je ekvivalentno pogoju iz primera W 8. Pogoj v
primeru W 8 je namre£
2∠TbBA+ ∠BATb < π,
kar je natanko tedaj, ko je
∠TbBA+
1
2
∠BATb <
π
2
,
∠TbBA+ ∠BAI <
π
2
,
∠TbIA <
π
2
.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A, Tb, I nekolinearne, £e je 2∠IATb+∠ATbI < π
in £e je ∠TbIA oster kot.
60
W 105: Ma,Hb, Tb
A
B C
Tb
Hb
Ma
Slika 73: W 105
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Ma in polmerom MaHb. Eno prese£i²£e
kroºnice s premico HbTb je to£ka Hb, drugo prese£i²£e pa to£ka C. V primeru
tangentnosti ti dve to£ki sovpadata.
2. Nari²emo pravokotnico na HbTb skozi to£ko Hb. Dobljeno prese£i²£e pravoko-
tnice s kroºnico K je to£ka B.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 8, in sicer za to£ke B,C, Tb.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranih to£kah B in C to£ka Ma res razpo-
lovi²£e daljice BC. Ker to£ke B,C,Hb leºijo na kroºnici K s sredi²£em Ma in
je ∠BHbC pravi kot, je po izreku o sredi²£nem in obodnem kotu daljica BC
premer kroºnice in zato je Ma res razpolovi²£e daljice.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma, Hb, Tb nekolinearne, |MaHb| ̸= |MaTb| in £e
velja pogoj iz primera W 8.
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W 139: Ta, Tb, I
A
B C
I
Ta
Tb
Slika 74: W 139
1. Ozna£imo φ = ∠TaITb. Po posledici 2.50 velja φ = π+γ2 oz. γ = 2φ − π.
Nari²emo lahko lok kroºnice K1, s katerega vidimo tetivo TaTb pod kotom γ.
e je γ < π
2
, je sredi²£e kroºnice prese£i²£e dobljenih krakov kotov z vrhoma v
Ta in Tb, ki merita π2 − γ. Sredi²£e kroºnice K1 je na drugi strani premice TaTb
kot to£ka I. e pa je γ ≥ π
2
, je sredi²£e kroºnice prese£i²£e dobljenih krakov
kotov z vrhoma v Ta in Tb, ki merita γ − π2 . Sredi²£e kroºnice K1 je na isti
strani premice TaTb kot to£ka I.
2. Nari²emo ²e lok kroºniceK2, s katerega vidimo tetivo ITa pod kotom γ2 = φ−
π
2
.
Sredi²£e kroºnice je prese£i²£e dobljenih krakov kotov z vrhoma v I in Ta, ki
merita π−γ
2
in je na drugi strani premice TaTb kot to£ka I.
3. Eno prese£i²£e kroºnic K1 in K2 je to£ka Ta, drugo prese£i²£e pa ogli²£e C.
4. Nadaljujemo kot v primeru W 60 (prve tri korake iz primera W 60 lahko izpu-
stimo, saj imamo to£ko I ºe dano), in sicer za to£ke C, Ta, Tb.
Utemeljimo, da to£ki Ta in Tb res leºita na simetralah kotov α in β. Po
konstrukciji iz primera W 60 so to£ke A, I, Ta kolinearne. Ker to£ko B dobimo
s podvojitvijo kota ∠TaATb, ºe sledi, da sta to£ki Ta in I na simetrali kota α.
Ker je po konstrukciji to£ke C to£ka I tudi na simetrali kota γ, je I sredi²£e
v£rtane kroºnice. Dokazati je potrebno le ²e kolinearnost to£k B, I, Tb.
Ker je I sredi²£e trikotniku △ABC v£rtane kroºnice, je IB simetrala kota β.
Iz vsote notranjih kotov v trikotniku △ABI izra£unamo ∠AIB = π− α
2
− β
2
=
π+γ
2
. Zaradi kolinearnosti to£k A, I, Ta je ∠BITa = π − ∠AIB = π − π+γ2 =
π−γ
2
. Zaradi konstrukcije to£ke C pa vemo ºe, da je ∠TaITb = π+γ2 . Sledi, da
je ∠BITa + ∠TaITb = π, torej so to£ke B, I, Tb res kolinearne.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ta, Tb, I nekolinearne, £e je φ topi kot, £e kroºnici
K1 in K2 niti ne sovpadata (to se zgodi v primeru, ko je φ = 2π3 in je |ITa| = |ITb|)
niti se ne dotikata (v tem primeru bi to£ki Ta in C sovpadali) in £e velja pogoj iz
primera W 60.
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3.5 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,B, I}
Re²imo problem W 10 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 10: A,B, I
A
B C
I
Slika 75: W 10
1. Kot ∠BAI prenesemo na drugo stran kraka AI, kot ∠IBA pa na drugo stran
kraka BI. Prese£i²£e dobljenih krakov je to£ka C.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,B, I nekolinearne in je ∠AIB topi kot. Pre-
zrcaljena kraka kotov se namre£ sekata na istem bregu premice AB, kot je to£ka I
natanko tedaj, ko je 2∠IBA+2∠BAI < π. To pa je natanko tedaj, ko je ∠AIB > π
2
.
W 37: A,Mb, I
A
B C
I
Mb
Slika 76: W 37
1. Podvojimo daljico AMb in dobimo to£ko C.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 10, in sicer za to£ke A,C, I.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Mb, I nekolinearne, iz pogoja v primeru W 10
pa sledi, da mora biti ²e 0 < 2|AMb| cos α2 − |IA|.
63
W 54: A,Hb, I
A
B C
I
Hb
Slika 77: W 54
A
B C
I
Hb
H ′b
Slika 78: Primer W 54, £e je manj²i izmed kotov, ki ju dolo£ata kraka AI in AHb,
topi.
1. e je manj²i izmed kotov, ki ju dolo£ata kraka AI in AHb, oster, ga prenesemo
na drugo stran kraka AI. e pa je topi, prezrcalimo to£ko Hb preko to£ke A
in dobljeno to£ko ozna£imo s H ′b ter na drugo stran kraka AI prenesemo oster
kot, ki ga dolo£ata kraka AI in AH ′b (slika 78).
2. Nari²emo pravokotnico na AHb skozi to£ko Hb. Presek pravokotnice z doblje-
nim krakom iz prej²nje to£ke je to£ka B.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 10, in sicer za to£ke A,B, I.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Hb, I nekolinearne; £e je ∠IAHb oster kot,
mora biti manj²i od π
4
, £e je topi, pa mora biti manj²i od 3π
4
; veljati mora tudi pogoj
iz primera W 10.
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W 69: O,Ma, I
A
B C
I(a, b)
O(0, d)
Ma(0, 0)
Ua(0, x)
PI(0, b)
Slika 79: Skica primera W 69.
Ob kon£ni sliki 79 razmislimo o poteku konstrukcije. Vpeljimo koordinatni sis-
tem. Naj bo Ma(0, 0), O(0, d), I(a, b). Potem je Ua(0, x) za neki x, premica BC
pa ima ena£bo y = 0. Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je b < 0,
iz £esar sledi, da je x > 0. Naj bo r polmer kroºnice s sredi²£em v Ua, ki gre
po izreku 2.40 skozi to£ke B, I, C. Po deniciji to£ke Ua pa gre trikotniku △ABC
o£rtana kroºnica s sredi²£em O(0, d) skozi to£ko Ua(0, x), zato za polmer R velja
R = |d− x|. Uporabimo Pitagorov izrek za trikotnik △BUaMa: |BMa|2 = r2 − x2.
Zdaj pa ²e za trikotnik △BOMa: |BMa|2 = R2 − d2 = (d− x)2 − d2 = x2 − 2dx. e
zdruºimo obe ena£bi, dobimo
2x(x− d) = r2. (3.21)
Naj bo PI projekcija to£ke I na premico OMa. Po Pitagorovem izreku za trikotnik
△IUaPI velja |IUa|2 = r2 = (b − x)2 + a2, kar lahko uporabimo v ena£bi (3.21) in
dobimo
2x(x− d) = (b− x)2 + a2,
x2 + 2(b− d)x = a2 + b2,
x(x+ 2(b− d)) = |IMa|2. (3.22)
To pa je ºe oblika ena£be, ki smo jo gra£no re²ili v zgledu 2.43. Zdaj vemo, da lahko
konstruiramo dolºino x, zato lahko zapi²emo celoten potek konstrukcije trikotnika
△ABC.
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A
B C
I O
Ma
Ua
Slika 80: W 69
1. Po zgledu 2.43 konstruiramo dolºino x (slika 81). Pri tem koecient m iz
zgleda predstavlja b− d, |b− d| = |OPI |. Na desni strani ena£be pa
−−→
SM ·
−→
SN
predstavlja |IMa|2, tako da lahko prvi dve to£ki postopka iz zgleda spustimo
in to£ko S zamenjamo s to£ko Ma, to£ko T pa s to£ko I.
I O
Ma
PI
O′
N ′
M ′
Slika 81: Za primer na sliki 80 je daljica MaN ′ dolºine x, saj je b− d < 0.
2. Nari²emo pravokotnico na premico OMa skozi to£ko Ma, ki je nosilka stranice
a.
3. Nari²emo kroºnico K1 s sredi²£em v to£ki Ma in polmerom x. To£ka Ua je tisto
prese£i²£e kroºnice K1 s premico OMa, ki je na drugem bregu nosilke stranice
a kot to£ka I.
e sta O in I na istem bregu nosilke stranice a, je to£ka Ua prese£i²£e kroºnice
K1 s poltrakom OMa. e pa sta O in I na razli£nih bregovih nosilke stranice
a, je to£ka Ua prese£i²£e kroºnice K1 s poltrakom MaO.
4. Nari²emo kroºnico K2 s sredi²£em Ua in polmerom UaI. Prese£i²£i kroºnice
K2 z nosilko stranice a sta ogli²£i B in C (slika 80).
66
5. Nadaljujemo kot v primeru W 10, in sicer za to£ke B,C, I.
Utemeljimo, da pri tako dolo£enih ogli²£ih A,B,C res velja, da so to£ke O,Ma, I po
vrsti sredi²£e o£rtane kroºnice, razpolovi²£e daljice BC in sredi²£e v£rtane kroºnice.
Da je to£ka I res sredi²£e v£rtane kroºnice, sledi iz konstrukcije v primeru W 10,
saj leºi na prese£i²£u simetral kotov β in γ.
Velja, da to£kaMa leºi na premici BC. e ºelimo, da bo razpolovi²£e daljice BC,
mora leºati tudi na simetrali te daljice. Iz drugega in tretjega koraka konstrukcije
sledi, da so to£ke O,Ma, Ua kolinearne in da leºijo na premici, ki je pravokotna na
stranico a. To£ki B in C leºita na kroºnici s sredi²£em Ua, zato je |UaB| = |UaC| in
je omenjena premica UaMa res simetrala stranice a, kar smo ºeleli pokazati.
Preden dokaºemo, da je O sredi²£e o£rtane kroºnice, se prepri£ajmo, da je to£ka
Ua res prese£i²£e simetrale daljice a z o£rtano kroºnico trikotnika △ABC. Za to£ko
Ua ºe vemo, da leºi na simetrali daljice BC, po konstrukciji v 4. koraku pa leºi tudi
na simetrali daljice BI. Sledi, da je Ua sredi²£e o£rtane kroºnice trikotnika △BCI.
Po izrekih 2.39 in 2.40 pa je taka to£ka ravno prese£i²£e simetrale daljice a z o£rtano
kroºnico trikotnika △ABC.
Ker tudi O leºi na simetrali daljice BC, velja |OB| = |OC|. Dokazati je potrebno
²e, da je |OB| = |OUa|, saj bo potem O sredi²£e kroºnice skozi to£ke B,C, Ua, torej
po izreku 2.39 ravno sredi²£e o£rtane kroºnice za trikotnik △ABC. Iz Pitagorovega
izreka za trikotnika △BMaO in △BUaMa ob upo²tevanju oznak na sliki 79 sledi
|OB|2 = |BMa|2 + |OMa|2 = |BMa|2 + d2,
|BMa|2 = |BUa|2 − |UaMa|2 = r2 − x2,
kar nam da
|OB|2 = r2 − x2 + d2.
Dolºina x zado²£a ena£bi (3.22). e upo²tevamo, da je |IUa|2 = r2 = (b− x)2 + a2,
dobimo ena£bo (3.21), iz katere sledi
|OB|2 = 2x(x− d)− x2 + d2 = x2 − 2xd+ d2 = (d− x)2 = |OUa|2,
kar pa je natanko tedaj, ko je |OB| = |OUa|.
Konstrukcija je moºna, £e je ∠OMaI ̸= π2 in velja pogoj iz primera W 10.
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W 112: Ma, Ta, I
A
B C
I
Ta
Ma
Ua
Slika 82: W 112
1. Nari²emo pravokotnico na TaMa skozi to£ko Ma. Prese£i²£e te pravokotnice s
premico ITa je to£ka Ua.
2. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Ua in polmerom UaI. Po izreku 2.40 velja,
da sta prese£i²£i kroºnice K s premico TaMa to£ki B in C.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 10, in sicer za to£ke B,C, I.
Utemeljimo, da pri tako dolo£enih ogli²£ih A,B,C res velja, da so to£ke Ma, Ta, I
po vrsti razpolovi²£e daljice BC, prese£i²£e simetrale kota α s stranico a in sredi²£e
v£rtane kroºnice.
Da je to£ka I res sredi²£e v£rtane kroºnice, sledi iz konstrukcije v primeru W 10,
saj leºi na prese£i²£u simetral kotov β in γ.
Velja, da to£ka Ma leºi na premici BC. e ºelimo, da bo razpolovi²£e daljice
BC, mora leºati tudi na simetrali te daljice. To£ki B in C leºita na kroºnici s
sredi²£em Ua, zato je |UaB| = |UaC| in je premica UaMa, ki poteka skozi to£ko Ua
in je pravokotna na BC, res simetrala stranice a, kar smo ºeleli pokazati.
Da je to£ka Ta res prese£i²£e simetrale kota α s stranico a, pa je treba pokazati, da
je premica ITa hkrati simetrala kota α, kar pomeni, da so to£ke A, I, Ta kolinearne.
Ozna£imo ε = ∠UaBC. Ker to£kiB in I leºita na kroºnici s sredi²£em Ua in ker jeBI
simetrala kota β, je ∠UaBI = ∠BIUa = ε+ β2 , iz £esar sledi ∠IUaB = 180
◦−2ε−β.
Ker je ∠IUaB sredi²£ni kot nad tetivo BI in je obodni kot nad to tetivo ∠ICB = γ2 ,
velja tudi ∠IUaB = γ. Zapi²emo lahko
180◦ − 2ε− β = γ,
α + β + γ − 2ε− β = γ,
ε =
α
2
.
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Kot ∠BITa torej meri ε+ β2 =
α+β
2
. V trikotniku△ABI pa ravno toliko meri zunanji
kot pri ogli²£u I, zato je ∠BITa sokot kota ∠AIB in so to£ke A, I, Ta kolinearne,
kar smo ºeleli.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma, Ta, I nekolinearne, £e je ∠MaTaI topi kot
in £e velja pogoj iz primera W 10.
3.6 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,O,Ma}
Re²imo problem W 11 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 11: A,O,Ma
A
B CMa
O
Slika 83: W 11
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em O in polmerom OA.
2. Prese£i²£i kroºnice K s pravokotnico na OMa skozi to£ko Ma sta ogli²£i B in
C.
Konstrukcija je moºna, £e je |OA| > |OMa|.
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W 13: A,O,G
A
B CMa
OG
Slika 84: W 13
1. Daljico AG podalj²amo za polovico in dobimo to£ko Ma.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 11, in sicer za to£ke A,O,Ma.
Konstrukcija je moºna, £e je
−→
AG ·
−→
AO > 3
4
|AG|2, kar pride iz pogoja v primeru W 11.
W 14: A,O,Ha
A
B CMa
O
Ha
Slika 85: W 14
1. Premica AHa je nosilka vi²ine ha. Skozi to£ko O ji nari²emo vzporednico, ki
je simetrala stranice a.
2. Nari²emo pravokotnico na nosilko ha skozi to£ko Ha, ki je nosilka stranice a.
Prese£i²£e simetrale stranice a in nosilke stranice a je to£ka Ma.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 11, in sicer za to£ke A,O,Ma. e sta premici
AHa in OHa pravokotni, to£ki O in Ma sovpadata. Tedaj to£ki B in C dobimo
kot prese£i²£i kroºnice s sredi²£em O in polmerom OA z nosilko stranice a.
Konstrukcija je moºna, £e je |OA| > |OHa| · cos(∠OHaA), kar pride iz pogoja v
primeru W 11.
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W 16: A,O,H
A
B C
O
G
H
Slika 86: W 16
1. Nari²emo 2
3
daljice HO in po izreku 2.27 dobimo to£ko G.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 13, in sicer za to£ke A,O,G.
Konstrukcija je moºna, £e velja |OA| > 1
2
|AH|, kar pride iz pogoja v primeru W 13.
W 17: A,O, Ta
A
B CMa
Ua
O
Ta
Slika 87: W 17
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em O in polmerom OA. Prese£i²£e s poltrakom
ATa je to£ka Ua.
2. Nari²emo pravokotnico na OUa skozi to£ko Ta. Prese£i²£e pravokotnice s pre-
mico OUa je to£ka Ma.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 11, in sicer za to£ke A,O,Ma. e to£ki O in
Ma sovpadata, to£ki B in C dobimo kot prese£i²£i kroºnice K s premico TaO.
Konstrukcija je moºna, £e velja |OTa| < |OA| in pogoj iz primera W 11.
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W 24: A,Ma,H
A
B CMa
O
G
H
Slika 88: W 24
1. Nari²emo 2
3
daljice AMa in dobimo to£ko G.
2. Za polovico podalj²amo daljico HG in po izreku 2.27 dobimo to£ko O.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 11, in sicer za to£ke A,O,Ma.
Konstrukcija je moºna, £e velja |AMa| > |AH| cos(∠HAMa), kar pride iz pogoja v
primeru W 11.
W 25: A,Ma, Ta
A
B CMa
O
Ta
Ua
Slika 89: W 25
1. Nari²emo pravokotnico na TaMa skozi to£ko Ma. Prese£i²£e pravokotnice s
premico ATa je to£ka Ua.
2. Ker to£ka Ua leºi na trikotniku △ABC o£rtani kroºnici, je sredi²£e O enako
oddaljeno od to£ke A in od to£ke Ua, torej mora leºati na simetrali daljice, ki
ima ti dve to£ki za kraji²£i. Prese£i²£e simetrale daljice AUa s premico UaMa
je to£ka O .
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3. Nadaljujemo kot v primeru W 17, in sicer za to£ke A,O, Ta.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Ma, Ta nekolinearne, £e je ∠ATaMa topi kot
in £e velja pogoj iz primera W 11.
W 40: A,G,H
A
B CMa
O
G
H
Slika 90: W 40
1. Za polovico podalj²amo daljico HG in po izreku 2.27 dobimo to£ko O.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 13, in sicer za to£ke A,O,G.
Konstrukcija je moºna, £e velja |AG|2 > 2
3
−→
AG ·
−−→
AH, kar pride iz pogoja v primeru
W 13.
W 41: A,G, Ta
A
B CMa
G
Ta
Slika 91: W 41
1. Za polovico podalj²amo daljico AG in dobimo to£ko Ma.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 25, in sicer za to£ke A,Ma, Ta.
Konstrukcija je moºna, £e velja pogoj iz primera W 25.
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W 63: O,Ma, G
A
B CMa
O
G
H
Slika 92: W 63
1. Nari²emo pravokotnico na OMa skozi to£ko Ma in dobimo nosilko stranice a.
2. Potrojimo daljico OG in po izreku 2.27 dobimo to£ko H.
3. Nari²emo pravokotnico na nosilko stranice a skozi to£ko H in dobimo nosilko
vi²ine ha. Prese£i²£e nosilke vi²ine ha s premico MaG je to£ka A.
4. Nadaljujemo kot v primeru W 11, in sicer za to£ke A,O,Ma.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku to£ka G res teºi²£e. Ker
je to£ka Ma razpolovi²£e daljice BC, to£ka G leºi na teºi²£nici ta, ki je daljica
AMa. Dovolj je dokazati, da velja |AG| = 2|GMa|, saj potem iz izreka 2.4
sledi, da je to£ka G res teºi²£e. Premici AH in OMa sta obe pravokotni na
nosilko stranice a in zato vzporedni. Sledi, da sta si trikotnika △GMaO in
△GAH podobna. Iz drugega koraka konstrukcije sledi, da je |HG| = 2|GO|,
zato velja tudi |AG| = 2|GMa|, kar smo ºeleli pokazati.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke O,Ma, G nekolinearne in £e velja 3|OG|2 +
|OMa|2 > 4
−→
OG ·
−−−→
OMa, kar pride iz pogoja v primeru W 11.
W 65: O,Ma,Hb
A1
B1 C1Ma
O
Hb
A2
C2 B2
Slika 93: W 65
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1. Nari²emo pravokotnico na OMa skozi to£ko Ma in dobimo nosilko stranice a.
2. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Ma in polmerom MaHb. Upo²tevamo, da
velja izrek 2.17, zato sta prese£i²£i kroºnice z nosilko stranice a to£ki B in C.
e prese£i²£i s kroºnico (to£ki B in C) zamenjamo, dobimo ²e eno re²itev. e
je eno od prese£i²£ to£ka Hb, je C = Hb, to£ka B pa drugo prese£i²£e.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 14, in sicer za to£ke B,Hb, O.
Konstrukcija je moºna, £e velja pogoj iz primera W 14.
W 66: O,Ma,H
A
B CMa
O
G
H
Slika 94: W 66
1. Nari²emo tretjino daljice OH in po izreku 2.27 dobimo to£ko G.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 63, in sicer za to£ke O,Ma, G.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke O,Ma, H nekolinearne in £e velja |OH|2 +
3|OMa|2 > 4
−−→
OH ·
−−−→
OMa, kar pride iz pogoja v primeru W 11.
W 70: O,G,Ha
A
B CMa
O
G
Ha
H
Slika 95: W 70
1. Potrojimo daljico OG in po izreku 2.27 dobimo to£ko H.
2. Nari²emo pravokotnico na HHa skozi to£ko Ha in dobimo nosilko stranice a.
75
3. Nari²emo pravokotnico na nosilko stranice a skozi to£ko O in kot prese£i²£e z
a dobimo to£ko Ma.
4. Prese£i²£e premice MaG z nosilko vi²ine ha je to£ka A.
5. Nadaljujemo kot v primeru W 11, in sicer za to£ke A,O,Ma. e to£ki O in
Ma sovpadata, to£ki B in C dobimo kot prese£i²£i kroºnice s sredi²£em O in
polmerom OA s premico HaO.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku H res vi²inska to£ka (£e
to pokaºemo, takoj sledi, da je Ha res noºi²£e vi²ine in G teºi²£e). To£ka
H leºi na nosilki ha. Dovolj je dokazati, da je |AH| = 2|OMa|, saj potem
iz posledice 2.16 sledi, da je H res vi²inska to£ka. Premici AH in OMa sta
obe pravokotni na nosilko stranice a in zato vzporedni. Sledi, da je trikotnik
△GMaO podoben trikotniku △GAH. Iz prvega koraka konstrukcije sledi, da
je |HG| = 2|GO|, zato velja tudi |AH| = 2|OMa|, kar smo ºeleli pokazati.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke O,G,Ha nekolinearne in £e velja pogoj iz primera
W 11.
W 75: O,Ha,H
A
B C
O
G
Ha
H
Slika 96: W 75
1. Nari²emo tretjino daljice OH in po izreku 2.27 dobimo to£ko G.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 70, in sicer za to£ke O,G,Ha, pri £emer lahko
prvi korak v konstrukciji primera W 70 izpustimo.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke O,Ha, H nekolinearne in £e velja pogoj iz primera
W 11.
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W 76: O,Ha, Ta
A2
B2 C2
O
Ha Ta
X
Y
A1
B1 C1
Slika 97: W 76
1. Nari²emo pravokotnico na HaTa skozi to£ko Ha in kot prese£i²£e s premico
OTa dobimo to£ko Y . Ta korak je moºen, £e velja ∠OTaHa /∈ {π2 ,
3π
2
}.
2. Kot v primeru 2.26 konstruiramo £etrto to£ko X harmoni£ne £etverke tako,
da velja H(Y,O;Ta, X). Ta korak je moºen, £e Ta ni razpolovi²£e daljice Y O.
3. Nari²emo kroºnico K s premerom TaX. Prese£i²£e kroºnice K s premico Y Ha
je to£ka A. e se sekata dvakrat, dobimo dve re²itvi. Ta korak je moºen, £e
kroºnica K seka premico Y Ha oz. se je dotika.
Utemeljimo, da je Y na poltraku AHa. Po lemi 2.51 je to£ka Ta med to£kama
Ha in Ma, zato je ∠OTaHa topi kot. e je |TaO| < |TaY |, leºi X na poltraku
TaO in hkrati ne pripada daljici TaO. Sledi, da je to£ka A na drugem bregu
premice HaTa kot to£ka Y in zato Y leºi na poltraku AHa. e pa je |TaO| >
|TaY |, leºi X na poltraku TaY in hkrati ne pripada daljici TaY . To£ka Y
torej leºi na premeru TaX kroºnice K. Zato iz ∠Y HaTa = π2 sledi, da je
∠XHaTa > π2 . To pomeni, da leºi to£ka Ha znotraj kroºnice K. Tudi Y leºi
znotraj kroºnice, to£ka A pa je na robu, zato je res Y na poltraku AHa.
Preverimo, da mora biti to£ka A dobljena z zgoraj opisano konstrukcijo. Po
lemi 2.47 velja ∠Y ATa = ∠TaAO. Za trikotnik △AY O je ATa simetrala
notranjega kota pri ogli²£u A. e nari²emo ²e simetralo zunanjega kota pri
ogli²£u A in prese£i²£e s premico Y O ozna£imo s to£ko X, po izreku 2.24
velja H(Y,O;Ta, X). Velja ²e, da je ∠TaAX pravi kot, zato je A na kroºnici s
premerom TaX.
4. Nadaljujemo kot v primeruW 17, in sicer za to£ke A,O, Ta. Ta korak je moºen,
£e velja pogoj iz primera W 17.
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W 93: Ma, G,H
A
B CMa
G
H
Slika 98: W 93
1. Potrojimo daljico MaG in dobimo to£ko A.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 40, in sicer za to£ke A,G,H. Pogoj za ta korak
je
−−→
GH ̸= −2
−−−→
GMa, saj je sicer A = H in je re²itev neskon£no.
Konstrukcija je moºna, £e velja |GMa|2 >
−−→
GH ·
−−−→
GMa, kar pride iz pogoja v primeru
W 11.
W 94: Ma, G, Ta
A
B CMa
G
Ta
Slika 99: W 94
1. Potrojimo daljico MaG in dobimo to£ko A.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 41, in sicer za to£ke A,G, Ta.
Konstrukcija je moºna, £e velja pogoj iz primera W 25.
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W 116: G,Ha,H
A
B C
O
G
Ha
H
Slika 100: W 116
1. Za polovico podalj²amo daljico HG in po izreku 2.27 dobimo to£ko O.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 70, in sicer za to£ke O,G,Ha.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke G,Ha, H nekolinearne in £e velja pogoj iz primera
W 11.
W 117: G,Ha, Ta
A
B CMa
G
Ha Ta
D
Slika 101: W 117
1. Potrojimo daljico HaG in dobljeno to£ko ozna£imo z D.
2. Nari²emo pravokotnico na HaTa skozi to£ko Ha, ki je nosilka vi²ine ha.
3. Skozi to£ko D nari²emo vzporednico premici HaTa. Prese£i²£e z nosilko ha je
to£ka A.
4. Nadaljujemo kot v primeru W 41, in sicer za to£ke A,G, Ta.
Utemeljimo, da je na²a konstrukcija pravilna. Pri tako denirani to£ki D velja, da je
∠HaGMa = ∠DGA in to£ka G deli daljici MaA ter HaD v razmerju 1 : 2, zato sta
si trikotnika △HaMaG in △DAG podobna. Iz tega pa sledi, da sta nosilki stranic
HaMa in DA vzporedni, kar smo uporabili pri na²i konstrukciji. Konstrukcija je
moºna, £e so to£ke G,Ha, Ta nekolinearne in £e velja pogoj iz primera W 25.
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3.7 Trojica {A,O,Hb}
Re²imo problem W 15.
W 15: A,O,Hb
A
B1 C
O
B2
Hb
Slika 102: W 15
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em O in polmerom OA. Eno prese£i²£e kroºnice
s premico AHb je to£ka A, drugo prese£i²£e je to£ka C.
2. Nari²emo pravokotnico na AHb skozi to£ko Hb, ki je nosilka vi²ine hb. Prese-
£i²£e hb s kroºnico K je to£ka B. Ker sta dve prese£i²£i, imamo dve re²itvi.
Konstrukcija je moºna, £e velja ∠OAHb /∈ {π2 ,
3π
2
} in £e se nosilka vi²ine hb ter
kroºnica K sekata, kar je ekvivalentno pogoju |OHb|2 − d(O,AHb)2 ≤ |OA|2.
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3.8 Trojica {A,O, Tb}
Re²imo problem W 18.
W 18: A,O, Tb
A
B1 C
O
Tb
Ub1
Ub2
B2
Slika 103: W 18
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em O in polmerom OA. Eno prese£i²£e kroºnice
s premico ATb je to£ka A, drugo prese£i²£e je to£ka C.
2. Nari²emo pravokotnico na AC skozi to£ko O, ki je nosilka simetrale sb. Pre-
se£i²£e sb s kroºnico K je to£ka Ub. Dobimo dve re²itvi.
3. Drugo prese£i²£e premice UbTb s kroºnico K je to£ka B.
Konstrukcija je moºna, £e je |OTb| < |OA|.
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3.9 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,O, I}
Re²imo problem W 19 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 19: A,O, I
A
B C
O
I
Ua
Slika 104: W 19
1. Nari²emo kroºnico K1 s sredi²£em O in polmerom OA. Eno prese£i²£e kroºnice
s premico AI je to£ka A, drugo prese£i²£e je to£ka Ua.
2. Nari²emo kroºnico K2 s sredi²£em Ua in polmerom UaI. Prese£i²£i kroºnic K1
in K2 sta to£ki B in C.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku to£ka I res sredi²£e v£r-
tane kroºnice. To£ke A, I, Ua so kolinearne. Ker je |UaB| = |UaC|, leºi to£ka
Ua na simetrali stranice BC. Ker leºi tudi na trikotniku △ABC o£rtani kro-
ºnici, iz izreka 2.39 sledi, da Ua leºi na simetrali kota α. Kolinearnost to£k
A, I, Ua pa pomeni, da tudi to£ka I leºi na simetrali kota α. e dokaºemo,
da I leºi ²e na simetrali kota β, je po izreku 2.10 to£ka I res sredi²£e v£r-
tane kroºnice. Zaradi enakosti obodnih kotov nad skladnima tetivama BUa
in CUa velja ∠UaBC = ∠BCUa = α2 (slika 104). Ozna£imo z ε kot ∠CBI.
Trikotnik △BIUa je enakokrak z osnovnico BI, zato velja ∠BIUa = α2 + ε.
Upo²tevamo, da je vsota neprileºnih notranjih kotov trikotnika △ABI enaka
zunanjemu kotu ∠BIUa, iz £esar sledi ∠IBA = ε. Velja torej ∠CIB = ∠IBA,
zato je premica BI simetrala kota β, kar smo ºeleli dokazati.
Konstrukcija je moºna, £e je |OI| < |OA|.
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W 82: O, Ta, I
B
A(0, a)
C
I(0, q)
Ta(0, 0)
O(s, t)
Slika 105: W 82
To£ke O, Ta, I postavimo v koordinatni sistem, tako da je to£ka Ta v izhodi²£u
in je y-os brez ²kode za splo²nost v smeri to£ke I. Predpostavimo lahko tudi, da je
abscisa to£ke O nenegativna. Potem je Ta(0, 0), I(0, q), O(s, t) za neka realna ²tevila
q, s, t, kjer je q > 0, s ≥ 0. Tudi to£ka A leºi na y-osi, zato velja A(0, a) za neko
realno ²tevilo a > 0. To£ki B in C leºita na premici y = kx, zato je B(b, kb), C(c, kc)
za neka realna ²tevila b, c, k. Na² cilj je, da iz znanih podatkov, ki so koordinate
to£k O, Ta, I, izra£unamo y-koordinato to£ke A.
To£ka O je enako oddaljena od vseh treh ogli²£ A,B,C. Iz enakosti |OA| = |OB|
dobimo
s2 + (t− a)2 = (s− b)2 + (t− kb)2,
a(a− 2t) = b2(1 + k2)− 2b(s+ kt). (3.23)
Analogno iz enakosti |OA| = |OC| sledi
a(a− 2t) = c2(1 + k2)− 2c(s+ kt). (3.24)
Ena£bi (3.23) in (3.24) se²tejemo, kar nam da
2a(a− 2t) = (1 + k2)(b+ c)2 − 2(1 + k2)bc− 2(b+ c)(s+ tk). (3.25)
Iz enakosti |OB| = |OC| pa sledi
(s− b)2 + (t− kb)2 = (s− c)2 + (t− kc)2,
(s− b)2 − (s− c)2 + (t− kb)2 − (t− kc)2 = 0.
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Zgornjo ena£bo zmnoºimo in delimo z b− c ̸= 0 ter izrazimo
b+ c =
2(s+ tk)
k2 + 1
. (3.26)
Ena£be premic BC,AB,AC so
kx− y = 0, (3.27)
(a− kb)x+ by − ab = 0, (3.28)
(a− kc)x+ cy − ac = 0. (3.29)
Razdalje teh premic do to£ke I so
d(BC, I) =
|q|√
k2 + 1
, (3.30)
d(AB, I) =
|bq − ab|√︁
(a− kb)2 + b2
, (3.31)
d(AC, I) =
|cq − ac|√︁
(a− kc)2 + c2
. (3.32)
Iz enakosti d(AB, I) = d(AC, I) sledi
b2(q − a)2(a2 − 2ack + k2c2 + c2) = c2(q − a)2(a2 − 2abk + k2b2 + b2).
Ker je a ̸= q, lahko kraj²amo s q − a, izraz razpi²emo, poenostavimo, kraj²amo ²e z
a ̸= 0 in b− c ̸= 0 ter dobimo
a(b+ c) = 2bck. (3.33)
e je b + c = 0, je tudi k = 0 in je △ABC enakokraki trikotnik. Ekvivalentno to
pomeni, da so to£ke O, I, Ta kolinearne in zato to£ki Ta in Ma sovpadata. Tako
konstrukcijo re²imo kot v primeru W 69, zato lahko predpostavimo, da je b+ c ̸= 0
in je
a =
2bck
b+ c
. (3.34)
e je s + tk = 0, iz ena£be (3.26) sledi, da je b + c = 0. Enako kot prej sklepamo,
da je k = 0 in da je △ABC enakokraki trikotnik. Predpostavimo lahko torej, da je
s+ tk ̸= 0, v ena£bi (3.34) upo²tevamo enakost (3.26) in dobimo
a =
bck(k2 + 1)
s+ tk
. (3.35)
Iz enakosti d(AB, I) = d(BC, I) sledi
q2((a− kb)2 + b2) = (bq − ab)2(k2 + 1),
a(q2 − b2(k2 + 1)) = 2bq(kq − b(k2 + 1)). (3.36)
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V ena£bo (3.36) vstavimo ena£bo (3.35). Delimo lahko z b ̸= 0, saj bi sicer sledilo
B = Ta. Pridemo do ena£be
ckq2(k2 + 1)− b2ck(k2 + 1)2 = 2kq2(s+ tk)− 2bq(s+ tk)(k2 + 1). (3.37)
Analogno iz enakosti d(AC, I) = d(BC, I) dobimo
bkq2(k2 + 1)− bc2k(k2 + 1)2 = 2kq2(s+ tk)− 2cq(s+ tk)(k2 + 1). (3.38)
e je k = 0, nam iz zgornje ena£be ostane 2cqs = 0. Ker velja c, q ̸= 0, mora biti
s = 0. Tedaj je △ABC enakokraki trikotnik in lahko konstrukcijo re²imo kot v
primeru W 69. Zato predpostavimo, da je k ̸= 0. Ena£bi (3.37) in (3.38) od²tejemo
ter izrazimo
bc =
q(2(s+ tk)− kq)
k(k2 + 1)
, (3.39)
kar lahko vstavimo v ena£bo (3.35) in dobimo
a = 2q − kq
2
s+ tk
. (3.40)
V ena£bi (3.25) upo²tevamo enakosti (3.40), (3.39), (3.26), iz £esar sledi
(2(s+ tk)− kq)((2q − 2t)(s+ tk)k − k2q2 + (s+ tk)2) = 0, (3.41)
kar je kubi£na ena£ba za k, ki jo lahko re²imo, saj velja
2(s+ tk)− kq = 0 (3.42)
ali
(2q − 2t)(s+ tk)k − k2q2 + (s+ tk)2 = 0,
k2(q − t)2 − 2qsk − s2 = 0. (3.43)
e velja ena£ba (3.42), potem iz ena£be (3.39) sledi, da je bc = 0. To bi pomenilo,
da je B = Ta ali C = Ta, kar ne more biti res.
V ena£bi (3.43) najprej razmislimo, kaj se zgodi, ko je q − t = 0. Tedaj je
∠TaIO = π2 , ena£ba (3.43) postane linearna in njena re²itev je k = −
s
2q
. Sicer pa
lahko izrazimo
k1,2 =
qs±
√︁
q2s2 + s2(q − t)2
(q − t)2
. (3.44)
Zdaj ºelimo z znanimi podatki izraziti a. Za primer, ki ga obravnavamo, je k ̸= 0.
Iz ena£be (3.33) izrazimo bc = a(b+c)
2k
in ga vstavimo v ena£bo (3.25). Upo²tevamo
²e (3.26) in dobimo
a = t− s
k
.
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e je ∠TaIO = π2 , je
a = t+ 2q, (3.45)
sicer pa je
a = t− s(q − t)
2
qs±
√︁
q2s2 + s2(q − t)2
.
Po predpostavki je s ≥ 0, zato je
a = t− (q − t)
2
q ±
√︁
q2 + (q − t)2
.
Zdaj ²e ulomek raz²irimo s q ∓
√︁
q2 + (q − t)2 in dobimo
a = (t+ q)∓
√︁
q2 + (q − t)2, (3.46)
kar je enostavno konstruirati.
B
A(0, a)
C
I(0, q)
Ta(0, 0) D
E
q − t
O(s, t)
Slika 106: Konstrukcija primera W 82. Za konkreten primer danih to£k O, Ta, I na
sliki velja, da je |TaD| = q − t, |IE| = |ID| =
√︁
q2 + (q − t)2, |EA| = t, a = |TaA|.
1. e so to£ke O, Ta, I kolinearne, velja Ta = Ma in re²ujemo kot v primeru W 69.
Sicer sledimo slede£emu poteku.
2. To£ke O, Ta, I postavimo v koordinatni sistem, tako da je to£ka Ta v izhodi²£u,
y-os je v smeri to£ke I, abscisa to£ke O pa je pozitivna.
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3. Izra£unamo a, kot smo videli zgoraj, in dobimo to£ko A(0, a) (slika 106). Ustre-
zna je tista re²itev, pri kateri to£ka I leºi med to£kama A, Ta, torej mora veljati
0 < q < a. e v ena£bi (3.46) vzamemo re²itev z znakom plus, je to vedno
res. e pa vzamemo re²itev z znakom minus, mora biti t > q.
4. Nadaljujemo kot v primeru W 19, in sicer za to£ke A,O, I.
Utemeljimo, da je to£ka Ta res prese£i²£e simetrale kota α z nasprotno stranico.
Po konstrukciji so to£ke A, I, Ta kolinearne, zato je treba dokazati le ²e, da Ta
leºi na premici BC. Po konstrukciji v primeruW 19 to£ka Ua leºi na prese£i²£u
premice IA s kroºnico K1, ki ima sredi²£e v O in polmer OA. Ena£ba kroºnice
K1 je
(x− s)2 + (y − t)2 = s2 + (t− a)2. (3.47)
Upo²tevamo, da je Ua(0, y) in dobimo |y − t| = |t − a|. e obravnavamo vse
moºnosti in pri tem upo²tevamo, da je y ̸= a, dobimo y = 2t − a, torej je
Ua(0, 2t − a). To£ki B in C po konstrukciji leºita na prese£i²£u kroºnic K1
in K2, pri £emer je K2 kroºnica s sredi²£em Ua in polmerom UaI. Ena£ba
kroºnice K2 je
x2 + (y − 2t+ a)2 = (2t− a− q)2. (3.48)
Ena£bi (3.47) in (3.48) med seboj od²tejemo in dobimo
2y(a− t) = −2sx+ q2 − 4tq + 2aq + 2at− a2. (3.49)
Razmislimo, ali je lahko a−t = 0. Tedaj je a = t, kar vnesemo v ena£bo (3.46)
in dobimo q = t. Torej je a = q, kar pa ni moºno, saj bi veljalo A = I.
Ena£bo (3.49) lahko kraj²amo z 2(a− t) in dobimo ena£bo premice BC
y =
−s
a− t
x+
q2 − 4tq + 2aq + 2at− a2
2(a− t)
. (3.50)
Dokazati moramo, da velja
−s
a− t
= k, (3.51)
q2 − 4tq + 2aq + 2at− a2 = 0, (3.52)
pri £emer vemo, da a zado²£a ena£bi (3.46). Najprej a vstavimo v izraz za
koecient premice
−s
a− t
=
−s
q ∓
√︁
q2 + (q − t)2
.
Imenovalec racionaliziramo in dobimo desno stran ena£be (3.44), kar je ravno
k. Ko vstavimo a ²e v izraz za za£etno vrednost, se nam vse od²teje in res
dobimo 0. Sledi, da to£ki B,C leºita na premici y = kx, ki ji pripada tudi
to£ka Ta(0, 0).
Pri izbranih koordinatah za£etnih to£k, ki jih ozna£imo kot na skici 105, je kon-
strukcija moºna, £e velja a > 2t− q, kar dobimo iz pogoja v primeru W 19.
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3.10 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,Ma, I}
Re²imo problem W 27 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 27: A,Ma, I
A
B C
I
P Ma
A′
Slika 107: W 27
1. Nari²emo kroºnico K1 s premerom IMa.
2. Podvojimo daljico AMa in dobljeno to£ko ozna£imo z A′ kot v lemi 2.46.
3. Nari²emo vzporednico premici IMa skozi to£ko A′. Prese£i²£i kroºnice K1 z
vzporednico sta to£ki P1 in P2. Ustrezen je tisti Pi, za katerega velja |AI| >
|IPi|. Lahko se zgodi, da imamo dve re²itvi (slika 108) ali pa nobene. Pogoj za
ta korak je, da imata kroºnica K1 in vzporednica vsaj kak²no prese£i²£e, kar
pomeni, da mora biti razdalja med premico IMa in njeno vzporednico skozi
to£ko A′ manj²a ali enaka od polmera kroºnice K1.
Utemeljimo, da mora biti to£ka P , ki je pravokotna projekcija to£ke I na
stranico a, res konstruirana, kot smo opisali. Po izreku 2.17 velja, da mora
to£ka P leºati na kroºnici s premerom IMa, saj je ∠MaPI = π2 . Po lemi 2.46
pa sta premici A′P in IMa vzporedni.
4. Nari²emo kroºnico K2 s sredi²£em I in polmerom IP , ki je pravzaprav tri-
kotniku △ABC v£rtana kroºnica, saj je to£ka I njeno sredi²£e, to£ka P pa
pravokotna projekcija sredi²£a na stranico a.
5. Iz to£ke A nari²emo tangenti na kroºnico K2 in kot prese£i²£i s tangento na
kroºnico K2 skozi to£ko P dobimo to£ki B in C. Ta korak je moºen, kadar se
premice res sekajo.
Utemeljimo, da je Ma res razpolovi²£e daljice BC. Pa recimo, da Ma ni
razpolovi²£e daljice BC, ki ga potem ozna£imo z M ′a, z A
′′ pa zrcalno sliko
to£ke A preko M ′a. Zapi²emo lahko
−−−→
A′A′′ =
−−→
A′A+
−−→
AA′′ = 2(
−−→
MaA+
−−→
AM ′a) = 2
−−−−→
MaM
′
a.
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Po konstrukciji je
−−→
A′P = λ
−−→
MaI in po lemi 2.46 je
−−→
A′′P = µ
−−→
M ′aI za neka
λ, µ ∈ R. Po eni strani je
−−→
A′′P =
−−−→
A′′A′ +
−−→
A′P = −2
−−−−→
MaM
′
a + λ
−−→
MaI,
po drugi strani pa je
−−→
A′′P = µ
−−→
M ′aI = µ(
−−−−→
M ′aMa +
−−→
MaI),
zato sledi
−2
−−−−→
MaM
′
a + λ
−−→
MaI = µ
−−−−→
M ′aMa + µ
−−→
MaI.
Ker to£ki Ma ̸= M ′a obe leºita na premici BC (Ma po konstrukciji, M ′a pa po
deniciji), vektorja
−−−−→
MaM
′
a in
−−→
MaI nista vzporedna. Sledi, da je µ = λ = 2 in−−→
A′P = 2
−−→
MaI. Naprej lahko sklepamo
−→
AI =
−−→
AMa +
−−→
MaI =
1
2
−−→
AA′ +
1
2
−−→
A′P =
1
2
−→
AP,
iz £esar sledi, da je |AI| = |IP |, torej bi to£ka A leºala na v£rtani kroºnici,
kar je protislovje. Zato mora veljati Ma = M ′a.
A
B1 C1
I
P1 Ma
A′
P2
C2
B2
Slika 108: Primer za W 27, ko dobimo dve re²itvi.
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W 43: A, I,G
A
B C
I
Ma
G
Slika 109: W 43
1. Za polovico podalj²amo daljico AG in dobimo to£ko Ma.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 27, in sicer za to£ke A,Ma, I.
V £lanku [3] je za primerW 43 obravnavan tudi obstoj re²itve, kar prikazuje slika 110.
Fiksiramo to£ki A in I. e to£ka G leºi v rumenem obmo£ju ali na rde£e obarvanih
krivuljah, imamo eno re²itev za trikotnik △ABC, £e leºi v zelenem obmo£ju, pa
imamo dve re²itvi za trikotnik △ABC.
Slika 110: Slika je iz £lanka [3] in prikazuje, kdaj obstaja re²itev za primer W 43.
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W 96: Ma, G, I
A
B C
I
Ma
G
Slika 111: W 96
1. Potrojimo daljico MaG in dobimo to£ko A.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 27, in sicer za to£ke A,Ma, I.
Konstrukcija je moºna, £e veljajo pogoji iz primera W 27.
W 101: Ma,Ha, I
A
B C
I
P Ma Pa
P ′
Ha
Slika 112: W 101
1. Premica HaMa je nosilka stranice a.
2. Nari²emo pravokotnico na nosilko stranice a skozi to£ko Ha in dobimo nosilko
vi²ine ha.
3. Nari²emo pravokotnico na nosilko stranice a skozi to£ko I in kot prese£i²£e z
a dobimo to£ko P .
4. Nari²emo trikotniku △ABC v£rtano kroºnico K s sredi²£em I in polmerom
IP .
5. Podvojimo daljico PMa in po lemi 2.32 dobimo to£ko Pa.
6. Podvojimo daljico PI in dobimo to£ko P ′, kot smo jo ozna£ili v dokazu iz-
reka 2.31.
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7. Prese£i²£e premice PaP ′ in ha je to£ka A. Po posledici 2.35 namre£ velja, da
to£ka P ′ leºi na premici APa.
8. Nadaljujemo kot v primeru W 27, in sicer za to£ke A,Ma, I, pri £emer lahko
prve ²tiri korake izpustimo.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma, Ha, I nekolinearne, £e velja ∠IMaHa /∈
{π
2
, 3π
2
} in £e veljajo pogoji iz primera W 27.
3.11 Trojica {A,Ha,Hb}
Re²imo problem W 44.
W 44: A,Ha,Hb
A
B C
Hb
Ha
Slika 113: W 44
1. Nari²emo pravokotnico na AHa skozi Ha in dobimo nosilko stranice a. Prese-
£i²£e s premico AHb, ki je nosilka stranice b, je to£ka C.
2. Nari²emo pravokotnico na AHb skoziHb in dobimo nosilko vi²ine hb. Prese£i²£e
z nosilko stranice a je to£ka B.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Ha, Hb nekolinearne in ∠HaAHb /∈ {π2 ,
3π
2
}.
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3.12 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,Ha, Tb}
Re²imo problem W 47 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 47: A,Ha, Tb
A
B1 CHa
Tb
X
B2
Slika 114: W 47
1. Nari²emo pravokotnico na AHa skozi Ha in dobimo nosilko stranice a. Prese-
£i²£e s premico ATb, ki je nosilka stranice b, je to£ka C. Ta korak je moºen, £e
AHa in ATb nista pravokotni in £e je Tb med to£kama A,C.
2. Kot v primeru 2.26 konstruiramo £etrto to£ko X, tako da velja H(C,A;Tb, X).
Ta korak je moºen, £e Tb ni razpolovi²£e daljice AC. V primeru, ko je Tb
razpolovi²£e daljice AC, pa nari²emo pravokotnico na AC skozi to£ko Tb in
prese£i²£e s HaC je to£ka B. Daljica BTb je v tem primeru namre£ tudi vi²ina
na b.
3. Nari²emo kroºnico K s premerom TbX. Prese£i²£e kroºnice K s premico CHa,
ki je nosilka stranice a, je to£ka B. e sta prese£i²£i dve, dobimo dve re²itvi
(slika 114). Ta korak je moºen, £e imata kroºnica K in premica CHa kak²no
skupno to£ko.
Preverimo, da mora biti to£ka B dobljena z zgoraj opisano konstrukcijo. Za
trikotnik △ABC je BTb simetrala notranjega kota pri ogli²£u B. e nari²emo
²e simetralo zunanjega kota pri ogli²£u B in prese£i²£e s premico CA ozna£imo
s to£ko X, po izreku 2.24 velja H(C,A;Tb, X). Velja ²e, da je ∠TbBX pravi
kot, zato je B na kroºnici s premerom TbX.
Utemeljimo, da pri tej konstrukciji to£ka Tb res leºi na simetrali kota β. Ker
je H(C,A;Tb, X), velja |CTb||TbA| =
|CX|
|AX| . Iz tretjega koraka konstrukcije pa sledi
²e ∠TbBX = π2 . Ozna£imo s to£kama T
′
b, X
′ prese£i²£i simetral notranjega in
zunanjega kota pri ogli²£u B s premico AC. Velja, da je ∠T ′bBX
′ = π
2
in po
izreku 2.24 ²e |CT
′
b|
|T ′bA|
= |CX
′|
|AX′| .
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Najprej ugotovimo, da ni mogo£e, da bi bila to£ka T ′b bliºje to£ki A kot to£ki
C, to£ka Tb pa bliºje to£ki C kot to£ki A ali obratno. e bi bilo to res, bi
veljalo
π > ∠XBX ′ = ∠T ′bBX
′ + ∠TbBT
′
b + ∠XBTb > π.
Prav tako ni moºno, da bi bila to£ka T ′b razpolovi²£e, Tb pa ne, saj bi bilo
π
2
> ∠T ′bBX = ∠T
′
bBTb + ∠TbBX >
π
2
.
Obe hkrati sta torej lahko bliºje enemu izmed ogli²£ A ali C.
 Denimo, da je |CTb| > |CT ′b|.
 Naj bosta Tb in T ′b bliºe to£ki A kot pa to£ki C. Iz razmerij sledi, da
je
|CTb| = k · |ATb|,
|CA| = (k − 1)|AX|
za k > 1 ter
|CT ′b| = l · |AT ′b|,
|CA| = (l − 1)|AX ′|
za l > 1 in l < k. Potem je |AX||AX′| =
l−1
k−1 < 1, kar je v nasprotju
predpostavko, da je ∠TbBX = ∠T ′bBX
′ = π
2
, iz £esar bi moralo
slediti |AX| > |AX ′|.
 Naj bosta Tb in T ′b bliºe to£ki C kot pa to£ki A. Ugotovimo, da za
k, l > 1 in k < l velja
|ATb| = k · |CTb|,
|AC| = (k − 1)|CX|,
|AT ′b| = l · |CT ′b|,
|AC| = (l − 1)|CX ′|,
|CX|
|CX ′|
=
l − 1
k − 1
> 1,
kar je v nasprotju predpostavko, da je ∠XBTb = ∠X ′BT ′b =
π
2
, iz
£esar bi moralo slediti |CX| < |CX ′|.
 Denimo zdaj, da je |CTb| < |CT ′b|.
 Naj bosta Tb in T ′b bliºe to£ki A kot pa to£ki C. Ugotovimo, da za
k, l > 1 in k < l velja
|CTb| = k · |ATb|,
|CA| = (k − 1)|AX|,
|CT ′b| = l · |AT ′b|,
|CA| = (l − 1)|AX ′|,
|AX|
|AX ′|
=
l − 1
k − 1
> 1,
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kar je v nasprotju predpostavko, da je ∠XBTb = ∠X ′BT ′b =
π
2
, iz
£esar bi moralo slediti |AX| < |AX ′|.
 Naj bosta Tb in T ′b bliºe to£ki C kot pa to£ki A. Ugotovimo, da za
k, l > 1 in l < k velja
|ATb| = k · |CTb|,
|AC| = (k − 1)|CX|,
|AT ′b| = l · |CT ′b|,
|AC| = (l − 1)|CX ′|,
|CX|
|CX ′|
=
l − 1
k − 1
< 1,
kar je v nasprotju predpostavko, da je ∠XBTb = ∠X ′BT ′b =
π
2
, iz
£esar bi moralo slediti |CX| > |CX ′|.
W 53: A,Hb, Tc
A
B C
Hb
Tc
Slika 115: W 53
1. Nari²emo pravokotnico na AHb skoziHb in dobimo nosilko vi²ine hb. Prese£i²£e
s premico ATc, ki je nosilka stranice c, je to£ka B. Ta korak je moºen, £e to£ke
A,Hb, Tc niso kolinearne, £e velja ∠TcAHb /∈ {π2 ,
3π
2
} in £e je Tc med A in B.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 47, in sicer za to£ke B,Hb, Tc. Ta korak je
moºen, £e veljajo pogoji iz primera W 47.
95
W 104: Ma,Hb, Ta
A1
B1 C1Ma
Hb
TaX C2 B2
A′1
A2
A′2
Slika 116: W 104
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Ma in polmerom MaHb. Prese£i²£i kroºnice
K s premico TaMa sta to£ki B in C. Po izreku 2.17 namre£ velja, da to£ka Hb
leºi na kroºnici s premerom BC, saj kot ∠BHbC meri π2 . e je to£ka Hb na
premici TaMa, je C = Hb.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 47, in sicer za to£ke B,Hb, Ta.
Re²itve so odvisne od tega, kako v prvem koraku ozna£imo to£ki B in C. Ko
namre£ nadaljujemo konstrukcijo kot v primeru W 47, moramo narisati tako
to£ko X, da velja H(C,B;Ta, X). Ta to£ka je sicer neodvisna od tega, kako
ozna£imo B in C, vendar pa dobimo razli£na prese£i²£a kroºnice s premerom
TaX in premice CHb, torej razli£ne moºnosti za A. Moºno je, da pri eni izbiri
za B in C dobimo dve re²itvi, pri drugi izbiri pa nobene (ker se kroºnica in
premica CHb ne sekata), ali pa celo pri obeh izbirah dobimo po dve re²itvi
(slika 116).
Konstrukcija je moºna, £e je |MaTa| < |MaHb| in £e veljajo pogoji iz primera W 47.
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3.13 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,Ha, I}
Re²imo problem W 48 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 48: A,Ha, I
B
A
C
I
Ha P
Slika 117: W 48
1. Nari²emo pravokotnico na AHa skozi Ha in dobimo nosilko stranice a.
2. Nari²emo pravokotno projekcijo to£ke I na stranico a, tako dobimo to£ko P .
3. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em I in polmerom IP .
4. Iz to£ke A nari²emo tangenti na kroºnico K. Prese£i²£i tangent z nosilko
stranice a sta to£ki B in C. Ta korak je moºen, £e je |IP | < |IA| in £e obe
tangenti iz to£ke A sekata nosilko stranice a.
W 119: G,Ha, I
B
A
C
G(s, t)
I(0, r)
Ha(0, 0)
Slika 118: W 119
To£ke G,Ha, I postavimo v koordinatni sistem, tako da je to£ka Ha v izhodi²£u.
Potem je Ha(0, 0), G(s, t), I(q, r) za neka realna ²tevila s, t, q, r. Brez ²kode za splo-
²nost lahko predpostavimo, da je q = 0. Ker I leºi v notranjosti trikotnika, ena£ba
premice BC ne more biti x = 0. To£ki B in C torej leºita na premici y = kx, k ∈ R,
in velja B(b, kb), C(c, kc), A(−ka, a) za neka realna ²tevila a, b, c.
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Za krajevne vektorje teºi²£a in ogli²£ trikotnika velja rG⃗ = 13(rA⃗ + rB⃗ + rC⃗), zato
je
s =
1
3
(b+ c− ka), (3.53)
t =
1
3
(kb+ kc+ a). (3.54)
Iz ena£be (3.53) sledi, da je
c = 3s+ ka− b, (3.55)
kar vstavimo v ena£bo (3.54) in izrazimo
a =
3t− 3ks
k2 + 1
, (3.56)
zato je A(3k
2s−3kt
k2+1
, 3t−3ks
k2+1
). e izra£unamo koecient k, poznamo tangens naklon-
skega kota premice BC. e znamo konstruirati ta naklonski kot, lahko konstruiramo
nosilko stranice a.
Koecient k ºelimo izraziti z znanimi podatki, ki so koordinate to£k G,Ha, I.
Ena£be premic BC,AC,AB so
kx− y = 0, (3.57)
(kc− a)x− (c+ ka)y + ac(k2 + 1) = 0, (3.58)
(kb− a)x− (b+ ka)y + ab(k2 + 1) = 0. (3.59)
Razdalje teh premic do to£ke I so
d(BC, I) =
|r|√
k2 + 1
, (3.60)
d(AC, I) =
| − (c+ ka)r + ac(k2 + 1)|√︁
(a2 + c2)(k2 + 1)
, (3.61)
d(AB, I) =
| − (b+ ka)r + ab(k2 + 1)|√︁
(a2 + b2)(k2 + 1)
. (3.62)
Upo²tevamo, da je I enako oddaljena od vseh treh premic, zato je
|r|√
k2 + 1
=
| − (c+ ka)r + ac(k2 + 1)|√︁
(a2 + c2)(k2 + 1)
,
|r|√
k2 + 1
=
| − (b+ ka)r + ab(k2 + 1)|√︁
(a2 + b2)(k2 + 1)
,
iz £esar dobimo
c2(k2 + 1)(a(k2 + 1)− 2r) + 2ckr(r − a(k2 + 1)) + ak2r2 − ar2 = 0, (3.63)
b2(k2 + 1)(a(k2 + 1)− 2r) + 2bkr(r − a(k2 + 1)) + ak2r2 − ar2 = 0. (3.64)
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Da smo dobili zgornji dve ena£bi, smo kraj²ali z a ̸= 0. e bi namre£ veljalo, da je
a = 0, bi iz ena£be (3.56) sledilo t = ks. To bi pomenilo, da je G na premici BC,
kar pa ni moºno.
Ena£bi (3.63) in (3.64) med seboj od²tejemo, delimo z b− c in dobimo
(b+ c)(k2 + 1)(a(k2 + 1)− 2r) = 2kr(−r + a(k2 + 1)). (3.65)
V ena£bi (3.65) upo²tevamo (3.56) in dobimo
(b+ c)(k2 + 1)(3t− 3ks− 2r) = 2kr(−r + 3t− 3ks). (3.66)
Upo²tevamo ²e ena£bo (3.55) ter dobimo
k2(−6rs+ 9st) + k(−2r2 + 12rt+ 9s2 − 9t2) + 6rs− 9st = 0, (3.67)
kar je kvadratna ena£ba za k, ki jo lahko re²imo, £e vstavimo znane koordinate. Na²
k je torej
k1,2 =
2r2 − 12rt− 9s2 + 9t2
6s(3t− 2r)
±
√
4r4 − 48r3t+ 108r2s2 + 180r2t2 − 216rs2t− 216rt3 + 81s4 + 162s2t2 + 81t4
6s(3t− 2r)
.
(3.68)
Lahko pa se tudi zgodi, da je koecient pred k2 enak 0. Tedaj imamo dve
moºnosti.
 e je s = 0, je k(−2r2 + 12rt − 9t2) = 0. Zopet imamo dve moºnosti. Ali je
k = 0 in je zato A(0, 3t) ali pa velja k ̸= 0 in r = 3(2±
√
2)
2
t. Pokaºimo, da v
drugem primeru konstrukcija ni mogo£a. Izraºen r vstavimo v ena£bo (3.66)
in upo²tevamo ²e, da je s = 0 in da je b+ c = 3kt
k2+1
. Tako pridemo do izraza
kt2(1±
√
2) = 0,
kar pa ni moºno, saj je po predpostavki k ̸= 0. Prav tako je tudi t ̸= 0, saj bi
sicer veljalo G = Ha.
 e je r = 3
2
t, je k(t2 + 2s2) = 0. Ker t in s nista oba hkrati enaka 0, je edina
moºnost, da je k = 0. e to vstavimo v ena£bo (3.63), sledi
c2(a− 2r)− ar2 = 0.
Upo²tevamo, da je a = 3t−3ks
k2+1
= 3t in da je r = 3
2
t. Tako pridemo do pogoja
t3 = 0, kar pomeni, da je t = 0. To pa ni moºno, saj bi sicer to£ka G leºala na
premici BC.
Vrnimo se k ena£bi (3.67). Koecient k nam pove tangens naklonskega kota premice
BC, k = tanφ. elimo si konstruirati ta naklonski kot, saj bomo tako lahko narisali
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nosilko stranice a. Predpostavimo zdaj, da je koecient pred k2 razli£en od 0 in z
njim delimo celotno ena£bo. Dobimo
(kz)2 + (kz)(z
−2r2 + 12tr + 9s2 − 9t2
−6rs+ 9st
)− z2 = 0,
(kz)(kz + 2 · z
2
· −2r
2 + 12tr + 9s2 − 9t2
−6rs+ 9st
) = z2 (3.69)
za poljubno dolºino z, ki si jo izberemo. Ena£ba (3.69) pa je ºe take oblike kot v
zgledu 2.43.
P2
R1
R2
P2̃
D1
R2̃
D2
Ha
I
G
Slika 119: Velja, da je |HaD1| =
√︁
|n| in |HaD2| =
√︁
|d|.
Povejmo, kako konstruiramo dolºino | z
2
· −2r2+12tr+9s2−9t2−6rs+9st |, saj ta predstavlja |m|
iz zgleda 2.43. Ozna£imo n = −2r2 + 12tr+ 9s2 − 9t2 in d = −6rs+ 9st. Zapi²emo
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lahko √︁
|n| =
√︁
|(−2r + 12t, 3s− 3t) · (r, 3s+ 3t)|
=
√︂
|
−−−→
HaP1| · |
−−−→
HaP2̃|
= |HaD1|, (3.70)
kjer je P1 taka to£ka, da velja
−−−→
HaP1 = (−2r + 12t, 3s − 3t), P2 taka to£ka, da
velja
−−−→
HaP2 = (r, 3s + 3t), to£ka P2̃ pa pravokotna projekcija to£ke P2 na premico
HaP1. e Ha ni med P1 in P2̃, nari²emo kroºnico s premerom P1P2̃ in iz to£ke
Ha nari²emo tangento na to kroºnico. e pa Ha leºi med to£kama P1 in P2̃, to£ko
P2̃ prezrcalimo £ez Ha in potem nova to£ka in to£ka P1 dolo£ata premer kroºnice.
Dotikali²£e tangente iz Ha na kroºnico ozna£imo s to£ko D1. Po opombi 2.42 velja
|HaD1| =
√︁
|n| (slika 119).
Podobno konstruiramo tudi
√︁
|d|. Zapi²emo lahko√︁
|d| =
√︁
|(2s, 3s) · (−3r, 3t)|
=
√︂
|
−−−→
HaR1| · |
−−−→
HaR2̃|
= |HaD2|, (3.71)
kjer je R1 taka to£ka, da velja
−−−→
HaR1 = (2s, 3s), R2 taka to£ka, da velja
−−−→
HaR2 =
(−3r, 3t), to£ka R2̃ pa pravokotna projekcija to£ke R2 na premico HaR1. e Ha ni
med R1 in R2̃, nari²emo kroºnico s premerom R1R2̃ in iz to£ke Ha nari²emo tangento
na to kroºnico. e pa Ha leºi med to£kama R1 in R2̃, to£ko R2̃ prezrcalimo £ez Ha
in potem nova to£ka in to£ka R1 dolo£ata premer kroºnice. Dotikali²£e tangente iz
Ha na kroºnico ozna£imo s to£ko D2. Po opombi 2.42 velja |HaD2| =
√︁
|d|.
Opi²imo potek konstrukcije dolºine | z
2
· −2r2+12tr+9s2−9t2−6rs+9st |:
 nari²emo pravokotni trikotnik △DEF s katetama dolºine |DE| =
√︁
|d| in
|EF | =
√︁
|n|,
 nari²emo tak pravokotni trikotnik △DE1F1, ki je podoben trikotniku △DEF ,
da velja |DE1| = z2 . Potem je |E1F1| =
z
2
·
√
|n|√
|d|
;
 nari²emo tak pravokotni trikotnik △DE2F2, ki je podoben trikotniku △DEF ,
da velja |DE2| = |E1F1| = z2 ·
√
|n|√
|d|
. Potem je |E2F2| = z2 ·
|n|
|d| (slika 120a).
Kvadratno ena£bo (3.69) zdaj lahko re²imo kot v zgledu 2.43, s tem da lahko prvi
dve to£ki iz zgleda izpustimo, saj ºe imamo izbrano dolºino z = |ST | oz. z2 = |ST |2.
Koecient m nadomestimo z z
2
· n
d
. e je n
d
> 0 (slika 120b), je k1z = |SM ′|,
k2z = −|SN ′|. e pa je nd < 0, je k1z = |SN
′|, k2z = −|SM ′|.
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D
FE
E1 F1
E2 F2
(a) Za konkreten primer je |E2F2| = z2 ·
|n|
|d| .
S T
M ′
N ′
z
k1z
|k2|z
(b) Re²itvi kvadratne ena£be (3.69).
e nari²emo tak pravokotni trikotnik, ki ima eno kateto dolºine z = |ST |, drugo
kateto, ki jo nari²emo v zgornji polravnini, pa dolºine |k|z, je naklonski kot hipote-
nuze enak naklonskemu kotu nosilke stranice a. e je k > 0, nari²emo to£ko T = Ha,
to£ka S je na pozitivnem poltraku x-osi in je vrh pravega kota. e pa je k < 0,
nari²emo to£ko T = Ha, to£ka S je na negativnem poltraku x-osi in je vrh pravega
kota (slika 121). Nosilka hipotenuze je hkrati tudi nosilka stranice a.
B1
C1
A1
B2
C2
A2
S1S2 z
k1z
z.
|k2|z
Ha
I G
Slika 121: Dve re²itvi primera W 119.
Napi²imo zdaj potek konstrukcije trikotnika v primeru W 119.
1. To£ke G,Ha, I postavimo v koordinatni sistem, tako da je to£kaHa v izhodi²£u
in je y-os v smeri to£ke I.
2. Kot smo opisali zgoraj, nari²emo nosilko stranice a.
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3. Skozi to£ko Ha nari²emo pravokotnico na nosilko stranice a in dobimo nosilko
ha.
4. Naj bo ϕ razteg s sredi²£em G, koecient raztega naj bo −1
2
. Razteg ϕ preslika
to£ko Ha v H ′a, ki je noºi²£e vi²ine medialnega trikotnika △MaMbMc. Sledi,
da je H ′aMa vzporedna premici HaA in |H ′aMa| = 12 |HaA|. To£ka H
′
a torej leºi
na srednjici in je enako oddaljena od to£k A in Ha. Konstruiramo jo tako, da
daljico HaG za polovico podalj²amo.
5. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em H ′a in polmerom |H ′aHa|. Eno prese£i²£e z
nosilko vi²ine ha je Ha, drugo prese£i²£e pa je to£ka A.
6. Nadaljujemo kot v primeru W 48, in sicer za to£ke A,Ha, I.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku G res teºi²£e. To bo res,
£e dokaºemo veljavnost ena£b (3.53) in (3.54). To£ki B in C po konstrukciji
leºita na premici z ena£bo y = kx, to£ka A pa na premici z ena£bo x = −ky.
Zato je B(b, kb), C(c, kc), A(−ka, a) za neka realna ²tevila a, b, c. To£ka A
leºi na prese£i²£u nosilke ha s kroºnico K, zato x = −ka in y = a zado²£ata
naslednjima dvema ena£bama
x = −ky,
(x− 3
2
s)2 + (y − 3
2
t)2 =
9
4
(s2 + t2),
iz £esar lahko izrazimo
a =
3t− 3ks
k2 + 1
, (3.72)
saj je a ̸= 0. Po konstrukciji v primeru W 48 je to£ka I sredi²£e v£rtane
kroºnice, zato veljata ena£bi (3.63) in (3.64), posledi£no pa tudi ena£ba (3.65).
Vanjo vstavimo (3.72) in dobimo
(b+ c)(k2 + 1)(3t− 2r − 3ks) = 2kr(3t− r − 3ks). (3.73)
Po konstrukciji smernega koecienta k velja tudi ena£ba (3.67), ki jo lahko
preoblikujemo v naslednjo ena£bo
(3s+ 3kt)(3t− 2r − 3ks) = 2kr(3t− r − 3ks),
(3k2s+ 3s+ 3kt− 3k2s)(3t− 2r − 3ks) = 2kr(3t− r − 3ks),
(3s+ k · 3t− 3ks
k2 + 1
)(k2 + 1)(3t− 2r − 3ks) = 2kr(3t− r − 3ks). (3.74)
Opazimo, da imata ena£bi (3.73) in (3.74) enako desno stran, zato velja
(b+ c− (3s+ k · 3t− 3ks
k2 + 1
))(3t− 2r − 3ks) = 0,
iz £esar sledi
3t− 2r − 3ks = 0 (3.75)
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ali
b+ c = 3s+ k · 3t− 3ks
k2 + 1
. (3.76)
e v (3.76) upo²tevamo (3.72), takoj sledi s = 1
3
(b + c − ka), kar nesemo v
ena£bo (3.76) in £e je k ̸= 0, dobimo ²e t = 1
3
(bk + ck + a), kar smo ºeleli.
Ko je k = 0, iz ena£be (3.72) sledi, da je a = 3t. e velja b + c = 0, kar je
natanko tedaj, ko je △ABC enakokraki trikotnik, je G res teºi²£e, saj veljata
ena£bi (3.53) in (3.54). e pa velja b + c ̸= 0, iz ena£be (3.73) dobimo, da je
3t = 2r. To bi pomenilo, da je a = 2r in da to£ka A leºi na v£rtani kroºnici,
kar pa ni mogo£e.
Pokaºimo le ²e, da ne more biti 3t − 2r − 3ks = 0. e namre£ to velja, iz
ena£be (3.73) sledi 2kr(3t − r − 3ks) = 0. Velja, da je r ̸= 0. e je k ̸= 0,
mora biti
3t− r − 3ks = 0. (3.77)
Iz ena£b (3.75) in (3.77) sledi, da je t = ks. To pa je natanko tedaj, ko G leºi
na premici BC, kar ni moºno. e pa je k = 0, zopet pridemo do primera, ko
je 3t = 2r, kar lahko vstavimo v ena£bo (3.72) in dobimo a = 2r. Videli smo
ºe, da to ni mogo£e.
Konstrukcija je moºna, £e velja pogoj iz primera W 48 in £e to£ke A,G, I leºijo na
istem bregu pravokotnice na AHa skozi Ha.
W 131: Ha,H, I
A
B CHa
(d, r)
(0, h)
(0, 0)
H
I
Slika 122: W 131
Ob kon£ni sliki 122 razmislimo o poteku konstrukcije. Vpeljimo koordinatni sis-
tem. Izhodi²£e naj bo to£ka Ha, premica BC naj bo abscisna os, premica AHa pa
ordinatna os. Predpostavimo lahko, da ima to£ka I drugo koordinato pozitivno.
Velja torej Ha(0, 0), H(0, h), I(d, r). Ker lahko po potrebi B in C zamenjamo, lahko
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predpostavimo tudi, da je β ≥ γ, iz £esar po lemi 2.51 sledi, da je d ≥ 0. Da je kon-
strukcija moºna, mora biti h ̸= 0. Za ogli²£a trikotnika velja A(0, a), B(b, 0), C(c, 0),
pri £emer je a > 0, b ̸= c.
Velja, da je
−−→
CH = (−c, h),
−→
AB = (b,−a) in da sta vektorja med seboj pravoko-
tna, zato je
−−→
CH ·
−→
AB = 0, iz £esar sledi −bc− ah = 0 oz.
a = −bc
h
. (3.78)
Zapi²emo ena£bo premice AB. Za£etna vrednost je a. Smerni koecient k = −a
b
pa dobimo, £e v eksplicitno obliko ena£be vstavimo to£ko B. Velja, da je b ̸= 0.
Pojasnimo: £e je b = 0, je β pravi kot in sledi H = Ha, kar je v nasprotju s
predpostavko. Tako pridemo do ena£be y = −a
b
x+a oz. ax+ by−ab = 0. Analogno
dobimo ena£bo premice AC, ki je ax + cy − ac = 0. Upo²tevamo, da je razdalja
obeh premic do to£ke I enaka r.
d(I, AB) =
|ad+ br − ab|√
a2 + b2
= r, (3.79)
d(I, AC) =
|ad+ cr − ac|√
a2 + c2
= r. (3.80)
Ena£bo (3.79) kvadriramo, upo²tevamo, da je a = − bc
h
, in kraj²amo z b2c. Ena£bo
²e uredimo do oblike
cd2 + cb2 − 2drh− 2bcd+ 2brh = cr2. (3.81)
Simetri£no iz ena£be (3.80) dobimo
bd2 + bc2 − 2drh− 2bcd+ 2crh = br2. (3.82)
Ena£bi (3.81) in (3.82) med seboj od²tejemo ter dobljeno ena£bo delimo s (c−b) ̸= 0,
tako pridemo do izraºave
bc = d2 − 2rh− r2, (3.83)
kar lahko upo²tevamo v ena£bi (3.78) in dobimo
a = −1
h
(d2 − 2rh− r2). (3.84)
Desno stran enakosti lahko zapi²emo s skalarnim produktom − 1
h
(d, r)·(d,−r−2h) in
nato opazimo, da je (d, r) =
−−→
HaI in (d,−r− 2h) =
−−→
HaI1, kjer to£ko I1 dobimo tako,
da £ez x-os prezrcalimo kon£no to£ko vektorja
−−→
HaI + 2
−−−→
HaH. Pravokotno projekcijo
to£ke I1 na premico HaI ozna£imo s to£ko I2. Potem velja
−−→
HaI ·
−−→
HaI1 =
−−→
HaI · (
−−→
HaI2 +
−−→
I2I1) =
−−→
HaI ·
−−→
HaI2,
zato je
−−→
HaI ·
−−→
HaI2 = d
2 − r2 − 2rh (3.85)
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oz.
a = −1
h
−−→
HaI ·
−−→
HaI2. (3.86)
Na² a predstavlja y-koordinato to£ke A, hkrati pa je to tudi dolºina daljice HaA, saj
je po predpostavki a > 0. e je Ha med to£kama I in I2, dobimo pozitivno re²itev
za a le takrat, ko je h > 0. e pa to£ka Ha ni med I in I2, dobimo pozitivno re²itev,
ko je h < 0.
Napi²imo potek konstrukcije dolºine a = |HaA| (slika 123). e je to£ka Ha
med I in I2, trikotniku △I2IH o£rtamo kroºnico. Drugo prese£i²£e premice HHa s
kroºnico ozna£imo s K. Zaradi potence to£ke na kroºnico velja, da je |HaK| = a.
e to£ka Ha ni med I in I2, tisto to£ko, ki je dlje stran od Ha, prezrcalimo £ez Ha
in tako primer prevedemo na prej²njega, le da namesto h vzamemo |h|.
A
B C
H
I1
I2 K
Ha
I
Slika 123: Konstrukcija to£ke A za primer W 131.
Zapi²imo celoten potek konstrukcije za primer W 131.
1. Premica HHa je nosilka vi²ine ha.
2. Kot smo opisali zgoraj, konstruiramo dolºino |HaA| in jo iz to£ke Ha nanesemo
na nosilko ha, in sicer na tisti breg pravokotnice na ha skozi Ha, kjer je to£ka
I. Tako dobimo to£ko A.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 48, in sicer za to£ke A,Ha, I.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku H res vi²inska to£ka.
Po konstrukciji ºe leºi na ha, dokaºimo ²e, da velja tudi
−−→
CH ·
−→
AB = 0. Po
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konstrukciji v primeru W 48 sta daljici AB in AC enako oddaljeni od to£ke
I, zato veljata ena£bi (3.79) in (3.80). Ena£bo (3.79) kvadriramo, kraj²amo z
a > 0 in jo zapi²emo v naslednji obliki
b2(a− 2r) + b(2dr − 2ad) + a(d2 − r2) = 0.
Isto kvadratno ena£bo re²i tudi neznanka c, saj b in c nastopata simetri£no.
Po Vietovih formulah za ni£li b in c zgornje kvadratne ena£be velja
bc =
a(d2 − r2)
a− 2r
, (3.87)
pri £emer je a ̸= 2r, saj bi bila sicer ena tangenta iz to£ke A vzporedna premici
BC in trikotnik △ABC ne bi obstajal. Po konstrukciji dolºine |HaA| = a je
a = −1
h
(d2 − 2rh− r2).
e ta a vstavimo v izraz (3.87), dobimo
bc = d2 − 2rh− r2,
bc = −ah,
bc+ ah = 0,
−−→
CH ·
−→
AB = 0,
kar smo ºeleli pokazati.
Konstrukcija je moºna, £e velja ∠IHaH /∈ {π4 ,
3π
4
} in so izpolnjeni pogoji iz primera
W 48. Izpolnjen pa mora biti tudi naslednji pogoj: £e je Ha med to£kama I in I2,
mora biti h > 0, £e pa to£ka Ha ni med I in I2, mora biti h < 0.
W 133: Ha, Ta, I
B
A
C
I
TaHa
Slika 124: W 133
1. Premica HaTa je nosilka stranice a.
2. Nari²emo pravokotnico na premico a skozi to£ko Ha. Prese£i²£e s premico TaI
je to£ka A.
3. Nadaljujemo kot v primeru W 48, in sicer za to£ke A,Ha, I.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke I, Ta, Ha nekolinearne, ∠ITaHa < π2 in £e velja
pogoj iz primera W 48.
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3.14 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,Hb,Hc}
Re²imo problem W 49 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 49: A,Hb,Hc
A
B C
Hb
Hc
Slika 125: W 49
1. Nari²emo pravokotnico na AHb skoziHb in dobimo nosilko vi²ine hb. Prese£i²£e
s premico AHc, ki je nosilka stranice b, je to£ka B.
2. Nari²emo pravokotnico na AHc skoziHc in dobimo nosilko vi²ine hc. Prese£i²£e
z nosilko stranice b je to£ka C.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Hb, Hc nekolinearne in velja ∠HcAHb /∈
{π
2
, 3π
2
}.
W 97: Ma,Ha,Hb
A
B CHa
Hb
Ma
Slika 126: W 97
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Ma in polmerom MaHb. Prese£i²£i kroºnice
K s premico HaMa sta to£ki B in C. e to£ki B in C med sabo zamenjamo,
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dobimo ²e eno re²itev. e je |HbMa| = |HaMa|, je to£ka C tisto prese£i²£e s
kroºnico, ki ni Ha.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 49, in sicer za to£ke C,Ha, Hb.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ma, Ha, Hb nekolinearne.
W 125: Ha,Hb,H
A
B CHa
Hb
H
Slika 127: W 125
1. Nari²emo pravokotnico na HHa, ki je nosilka stranice a.
2. Nari²emo pravokotnico na HHb, ki je nosika stranice b. Prese£i²£e premic a in
b je to£ka C
3. Nadaljujemo kot v primeru W 49, in sicer za to£ke C,Ha, Hb.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ha, Hb, H nekolinearne in velja ∠HaHHb /∈
{π
2
, 3π
2
}.
W 124: Ha,Hb,Hc
A
B CHa
Hb
Hc
H
Slika 128: W 124
109
A
B CHa
Hb
Hc
H
Slika 129: Primer W 124, ko je α topi kot.
1. Nari²emo sredi²£e trikotniku △HaHbHc v£rtane kroºnice. Po izreku 2.18 je
dobljena to£ka vi²inska to£ka H.
2. Nadaljujemo kot v primeru W 125, in sicer za to£ke Ha, Hb, H. Tako dobimo
eno re²itev, ki je ostrokotnik trikotnik △ABC. e H zamenjamo z vsakim
izmed ogli²£ A,B,C, pa po lemi 2.52 dobimo ²e 3 re²itve, ki so topokotni
trikotniki. Po posledici 2.19 drugih re²itev ni.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ha, Hb, Hc nekolinearne.
3.15 Problemi, ki se prevedejo na trojico {A,Hb, Ta}
Re²imo problem W 51 in ostale probleme, ki jih lahko prevedemo na ta problem.
W 51: A,Hb, Ta
A
B C
Hb
Ta
Slika 130: W 51
1. e je ∠TaAHb ostri kot, ga prenesemo na drugo stran poltraka ATa in dobimo
nosilko stranice c. e je topi kot, najprej prezrcalimo Hb preko to£ke A in
dobljeno to£ko ozna£imo s H ′b. Potem na drugo stran poltraka ATa prenesemo
kot ∠H ′bATa.
2. Nari²emo pravokotnico na AHb skozi to£ko Hb in kot prese£i²£e z nosilko stra-
nice c dobimo to£ko B.
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3. Prese£i²£e premic BTa in AHb je to£ka C.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke A,Hb, Ta nekolinearne, £e se premici BTa in AHb
sekata in je Ta med B in C. Da se dobljeni poltrak iz prve to£ke konstrukcije in
pravokotnica iz druge to£ke konstrukcije sekata, mora veljati ²e: £e je ∠TaAHb ostri
kot, mora biti manj²i od π
4
, £e pa je topi, mora biti manj²i od 3π
4
.
W 126: Ha,Hb, Ta
A
B C
Ha
Hb
Ta
Slika 131: W 126
Najprej si oglejmo 4 moºne primere glede na to, ali je △ABC ostrokotni ali
topokotni trikotnik ter ali je ∠TaHaHb ostri ali topi kot.
1. △ABC ostrokotni trikotnik, ∠TaHaHb ostri kot (slika 132)
tirikotnik ABHaHb je tetivni, zato je ∠HbHaB = π − α in ∠TaHaHb =
π − ∠HbHaB = α. e trikotniku ATaHb o£rtamo kroºnico, vidimo tetivo
TaHb iz to£ke A pod kotom α2 . Sredi²£e te kroºnice je na isti strani premice
TaHb kot to£ka Ha.
A
B C
Ha
Hb
Ta
Slika 132: Primer W 126, ko je △ABC ostrokotni trikotnik in ∠TaHaHb ostri kot.
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2. △ABC ostrokotni trikotnik, ∠TaHaHb topi kot (slika 133)
tirikotnik ABHaHb je tetivni, zato je ∠TaHaHb = ∠BHaHb = π − α. e
trikotniku △ATaHb o£rtamo kroºnico, vidimo tetivo TaHb iz to£ke A pod
kotom α
2
. Sredi²£e te kroºnice je na drugi strani premice TaHb kot to£ka Ha.
A
B CHa
Hb
Ta
Slika 133: Primer W 126, ko je △ABC ostrokotni trikotnik in ∠TaHaHb topi kot.
3. △ABC topokotni trikotnik, ∠TaHaHb ostri kot (slika 134)
To£ke A,B,Ha, Hb leºijo na isti kroºnici. e je topi kot pri β ali γ, velja nasle-
dnje: ker sta obodna kota nad isto tetivo skladna, je ∠TaHaHb = ∠BHaHb =
∠BAHb = α. e trikotniku △ATaHb o£rtamo kroºnico, vidimo tetivo TaHb iz
to£ke A pod kotom α
2
. Sredi²£e te kroºnice je na isti strani premice TaHb kot
to£ka Ha. e je topi kot pri α, pa velja: ∠TaHaHb = ∠BHaHb = ∠BAHb =
π − α. Tetivo TaHb iz to£ke A vidimo pod kotom π − α2 . Sredi²£e te kroºnice
je na drugi strani premice TaHb kot to£ka Ha.
A
B CHa
Hb
Ta
(a) Topi kot je β.
A
B CHa
Hb
Ta
(b) Topi kot je α.
Slika 134: Primer W 126, ko je △ABC topokotni trikotnik in ∠TaHaHb ostri kot.
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4. △ABC topokotni trikotnik, ∠TaHaHb topi kot (slika 135)
Pri tej moºnosti je α topi kot. tirikotnik AHaBHb je tetivni. Ker sta obo-
dna kota nad isto tetivo skladna, je ∠HbHaB = ∠HbAB = π − α, zato je
∠TaHaHb = π − ∠HbHaB = α. e trikotniku △ATaHb o£rtamo kroºnico,
vidimo tetivo TaHb iz to£ke A pod kotom π− α2 . Sredi²£e te kroºnice je na isti
strani premice TaHb kot to£ka Ha.
A
B CHa
Hb
Ta
Slika 135: Primer W 126, ko je △ABC topokotni trikotnik in ∠TaHaHb topi kot.
1. Premica HaTa je nosilka stranice a.
2. Nari²emo pravokotnico na HaTa skozi to£ko Ha in dobimo nosilko vi²ine ha.
3. V tem koraku nari²emo lok kroºnice K, s katerega vidimo tetivo TaHb kot iz
to£ke A. Sredi²£e je prese£i²£e dobljenih krakov kotov z vrhoma v Ta in Hb, ki
merita π−α
2
. Znan imamo kot φ = ∠TaHaHb. Glede na zgoraj opisane situacije
lahko z njim izrazimo kot α. V prvem, tretjem in £etrtem primeru je α = φ.
Le v 2. primeru in v enem primeru znotraj 3. primera je α = π − φ.
e je ∠TaHaHb ostri kot, dobimo sredi²£e kroºnice K1 kot prese£i²£e dobljenih
krakov kotov z vrhoma v Ta in Hb, ki merita π2 −
φ
2
, in je na isti strani premice
TaHb kot to£ka Ha. Sredi²£e kroºnice K2 pa dobimo kot prese£i²£e dobljenih
krakov kotov z vrhoma v Ta in Hb, ki merita φ2 , in je na drugi strani premice
TaHb kot to£ka Ha. Prese£i²£a kroºnic K1, K2 z nosilko vi²ine ha so to£ke Ai,
i ∈ {1, 2, 3, 4}. Ustrezna je tista re²itev, ki ustreza pogojem za konstrukcijo v
primeru W 51. Moºne so do ²tiri re²itve (slika 136).
e je ∠TaHaHb topi kot, dobimo sredi²£e kroºnice K1 kot prese£i²£e dobljenih
krakov kotov z vrhoma v Ta in Hb, ki merita φ2 , in je na drugi strani premice
TaHb kot to£ka Ha. Sredi²£e kroºnice K2 pa dobimo kot prese£i²£e dobljenih
krakov kotov z vrhoma v Ta in Hb, ki merita π2 −
φ
2
, in je na isti strani premice
TaHb kot to£ka Ha. Prese£i²£a kroºnic K1, K2 z nosilko vi²ine ha so to£ke Ai,
i ∈ {1, 2, 3, 4}. Ustrezna je tista re²itev, ki ustreza pogojem za konstrukcijo v
primeru W 51. Moºni sta najve£ dve re²itvi (slika 137).
Utemeljimo, da ne more biti ve£ re²itev. e je ∠TaHaHb topi kot, lahko
dobimo ostrokotni trikotnik iz 2. primera ali topokotni trikotnik iz 4. primera.
Prese£i²£i nosilke ha s kroºnico K1, ki ju ozna£imo z A1, A2, sta kandidatki
za prvo moºnost. Ker je ²tirikotnik TaA2HbA1 tetivni, je ∠HbA2Ta = π −
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∠TaA1Hb. e je ∠TaA1Hb oster kot, mora zado²£ati pogoju ∠HbA1Ta < π4 . Iz
tega sledi, da je ∠HbA2Ta > 3π4 . To pomeni, da ne zado²£a pogoju iz primera
W 51, saj bi moral biti topi kot ∠HbA2Ta manj²i od 3π4 . Za trikotnik iz 4.
primera pa velja naslednje. Naj bosta A3, A4 prese£i²£i nosilke ha s kroºnico
K2. tirikotnik A3TaA4Hb je tetivni, zato je ∠HbA4Ta = π−∠TaA3Hb. Naj bo
∠HbA4Ta ostri kot. Iz pogoja v primeru W 51 sledi, da mora biti ∠HbA4Ta <
π
4
. To pa pomeni, da α ni topi kot.
4. Nadaljujemo kot v primeru W 51, in sicer za to£ke A,Hb, Ta.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku Ha res noºi²£e vi²ine
ha, in sicer le za primer, ko je △ABC ostrokotni trikotnik in je ∠TaHaHb
ostri kot, saj za ostale primere utemeljimo podobno. Naj bo H ′a pravokotna
projekcija to£ke A na stranico BC, torej je ∠TaH ′aA =
π
2
. Po konstrukciji
je tudi ∠TaHaA = π2 , zato to£ki Ha in H
′
a leºita na kroºnici K s premerom
ATa. Po konstrukciji velja ²e ∠TaHaHb = α. Iz na²e denicije to£ke H ′a pa
velja ∠TaH ′aHb = α. To£ka Hb torej mora leºati na kroºnici K in je zato
∠AHbTa = π2 , kar pa ni moºno. Sledi, da je Ha = H
′
a.
Konstrukcija je moºna, £e so to£ke Ha, Hb, Ta nekolinearne in veljajo pogoji iz pri-
mera W 51.
A1
B1 C1Ha
Hb
Ta
C2
A2
B2C3
A3
B3C4
A4
B4
Slika 136: Primer W 126, ko je ∠TaHaHb ostri kot in so moºne ²tiri re²itve.
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A1
B1 C1Ha
Hb
Ta
A2
C2 B2
Slika 137: Primer W 126, ko je ∠TaHaHb topi kot in sta moºni dve re²itvi.
3.16 Trojica {A,H, Ta}
Re²imo problem W 55.
W 55: A,H, Ta
A
B C
O
TaHa
Fa
H
Slika 138: W 55
1. Premica AH je nosilka vi²ine ha.
2. Nari²emo pravokotnico na nosilko vi²ine ha skozi to£ko Ta in dobimo nosilko
stranice a. Prese£i²£e ha in a je to£ka Ha.
3. Podvojimo daljico HHa in dobimo to£ko Fa, ki po lemi 2.48 leºi na trikotniku
△ABC o£rtani kroºnici.
4. Nari²emo simetralo daljice AFa. Ker to£ki A in Fa leºita na trikotniku △ABC
o£rtani kroºnici, mora sredi²£e O leºati na tej simetrali.
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5. Podvojimo kot ∠HaATa. Po lemi 2.47 to£ka O leºi na dobljenem kraku, torej
je to£ka O prese£i²£e dobljenega kraka in simetrale daljice AFa.
6. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em O in polmerom AO. Prese£i²£i kroºnice K z
nosilko stranice a sta to£ki B in C. Re²itev je ustrezna, £e je Ta med B in C.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku H res vi²inska to£ka.
Obravnavali bomo le primer, ko A in B leºita na istem bregu premice CFa,
saj je drugi primer analogen. Po konstrukciji H ºe leºi na ha, zato je dovolj
dokazati, da leºi tudi na hb. Ker sta obodna kota nad tetivo FaC, sta ∠FaBC in
∠FaAC skladna. Skladna sta tudi kota ∠CBHb in ∠FaAC, saj imata paroma
pravokotne krake. Ker je po konstrukciji △FaHB enakokraki trikotnik, velja
²e ∠FaBHa = ∠HaBH. Sledi, da je ∠HaBH = ∠HaHHb, zato premici BH
in BHb sovpadata in H res leºi na hb.
Utemeljimo, da je pri tako konstruiranem trikotniku Ta res prese£i²£e simetrale
kota α s stranico a. Po konstrukciji je Ta na stranici a, zato je dovolj dokazati,
da leºi na simetrali kota α. Ozna£imo to£ko Ua, ki je prese£i²£e simetrale kota
α z o£rtano kroºnico. Po izreku 2.39 skozi Ua poteka tudi simetrala stranice a.
Po lemi 2.47 je ∠HaAUa = ∠UaAO. Ker je po konstrukciji ∠HaATa = ∠TaAO,
premici AUa in ATa sovpadata, zato Ta res leºi na simetrali kota α.
Konstrukcija je moºna, £e je ∠HATa < π4 , £e se kroºnica K in nosilka stranice a
sekata ter £e to£ka Ta leºi med B in C.
4 Nekateri primeri iz skupine (L)
V skupini (L) so tiste trojice, pri katerih je za obstoj trikotnika lega ene izmed treh
to£k odvisna od lege drugih dveh to£k. Trivialen primer je npr. trojica A, B, O,
kjer mora O leºati na simetrali daljice AB. e je ta pogoj izpolnjen, lahko to£ka C
leºi kjerkoli na kroºnici s sredi²£em v O in polmerom AO. Poglejmo si nekaj morda
netrivialnih primerov in zanje utemeljimo, kako je ena to£ka odvisna od ostalih dveh,
ter kak²na je konstrukcija, £e to£ka zado²£a pogojem.
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W 9: A,B, Tc
A
B
C
X
Tc
Slika 139: Ena izmed moºnih konstrukcij za primer W 9, £e to£ka Tc ustreza pogoju.
Da je konstrukcija moºna, mora Tc leºati na daljici AB.
1. Nari²emo premico AB, ki je nosilka stranice a.
2. e je Tc razpolovi²£e daljice AB, nari²emo simetralo daljice a in to£ka C lahko
leºi kjerkoli na tej simetrali. Sicer pa kot v primeru 2.26 konstruiramo tako
to£ko X, da velja H(A,B;Tc, X).
3. Nari²emo kroºnico K s premerom TcX. To£ka C lahko leºi kjerkoli na kroºnici,
razen v Tc in X.
W 38: A,G,Ha
B CMa
A
G
Ha
Slika 140: Ena izmed moºnih konstrukcij za primerW 38, £e to£ka G ustreza pogoju.
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Da je konstrukcija moºna, mora G zado²£ati naslednjemu pogoju: kon£na to£ka
vektorja 3
2
−→
AG mora leºati na pravokotnici na AHa skozi Ha.
1. Nari²emo premico AHa, ki je nosilka ha.
2. Nari²emo pravokotnico na ha skozi to£ko Ha in dobimo nosilko stranice a.
3. Prese£i²£e nosilke stranice a in premice AG je to£ka Ma.
4. To£ki B in C, ki leºita na nosilki stranice a, morata biti enako oddaljeni od
to£ke Ma.
W 59: A, Ta, I
A
B C
Ia
I
Ta
Slika 141: Ena izmed moºnih konstrukcij za primer W 59, £e to£ka I ustreza pogoju.
Da je konstrukcija moºna, mora to£ka I leºati na daljici ATa.
1. Kot v primeru 2.26 konstruiramo £etrto to£ko Ia, tako da velja H(A, Ta; I, Ia).
2. Nari²emo kroºnico K s premerom IIa.
3. Poljubna premica, ki ni IIa in poteka skozi to£ko Ta, seka kroºnico K v to£kah
B in C.
Pri tako konstruiranem trikotniku je to£ka I je res sredi²£e v£rtane kroºnice.
Upo²tevamo, da je ∠IaBI = ∠ICIa = π2 , potem pa lahko ponovimo uteme-
ljitev iz primera W 47, ko smo za trikotnik △ABC utemeljili, da Tb leºi na
simetrali kota β. In sicer enkrat opazujemo trikotnik △BTaA in dokazujemo,
da to£ka I leºi na simetrali kota β, drugi£ pa opazujemo trikotnik △CTaA in
dokazujemo, da to£ka I leºi na simetrali kota γ.
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W 99: Ma,Ha, Ta
A
B CMa
Ua
O
Ha Ta
Slika 142: Ena izmed moºnih konstrukcij za primerW 99, £e to£ka Ta ustreza pogoju.
Da je konstrukcija moºna, mora po lemi 2.51 to£ka Ta leºati na daljici HaMa.
1. Nari²emo premico HaMa in dobimo nosilko stranice a.
2. Nari²emo pravokotnico na a skozi to£ko Ha in dobimo ha.
3. To£ko A si izberemo kjerkoli na ha.
4. Prese£i²£e pravokotnice na a skozi Ma, ki je simetrala stranice a, in premice
ATa je po izreku 2.39 to£ka Ua.
5. Prese£i²£e simetrale daljice AUa s simetralo stranice a je to£ka O.
6. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em O in polmerom OA. Prese£i²£i z nosilko
stranice a sta to£ki B in C.
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W 102: Ma,Hb,Hc
A
B C
Hc
Ma
Hb
Slika 143: Ena izmed moºnih konstrukcij za primer W 102, £e to£ka Ma ustreza
pogoju.
Ker to£ki Hb, Hc po izreku 2.17 leºita na kroºnici s premerom BC in sredi²£em
Ma, je konstrukcija moºna, £e to£ka Ma leºi na simetrali daljice HbHc.
1. Nari²emo kroºnico K s sredi²£em Ma in polmerom MaHb.
2. Kjerkoli na kroºnici K si izberemo antipodni to£ki B ̸= Hb, C ̸= Hc. Prese£i²£e
premic CHb in BHc je to£ka A. e pa si za ogli²£e izberemo npr. B = Hc,
dobimo A kot prese£i²£e premice CHb s tangento na K skozi B.
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